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INTRODUCCION

Tradicionalmente se ha dado un enfoque eminentemente matemético a la resolu-
cién de problemas de Investigacién Operativa, haciéndose énfasis en la aplicacién de
modelos tedricos a cuestiones relacionadas con la produccion de bienes y servicios.
Su dmbito de actuacion se ha cefiido, basicamente, al drea funcional de produccién,
tomando el corto plazo como horizonte temporal para el que son validas las solucio-
nes obtenidas tras la aplicacién de las herramientas mateméticas. No obstante, en los
iltimos afios se ha observado un progresivo cambio de enfoque, a favor de conside-
rar a esta disciplina como un medio ttil para facilitar las complejas labores de direc-
cién de empresas. Hemos asistido, incluso, a un cambio de denominacién de la
materia, pasando a conocerse como Métodos Cuantitativos de Gestién, expresando
por si misma la importancia de enfocar los contenidos de esta disciplina hacia el
apoyo a los procesos directivos en todas las dreas funcionales de la empresa.

Estas circunstancias se han puesto de manifiesto también con una herramienta tan
difundida, y a la vez tan desconocida, como es la programacion lineal. Se trata de un
modelo cuyos fundamentos bésicos se enseflan en multitud de centros superiores,
aunque normalmente no es objeto de una profundizacién suficiente para mostrar toda
su potencialidad a la hora de apoyar la toma de decisiones en una organizacién. La
objecién mds comtin que se realiza respecto a su uso se centra, fundamentalmente, en
que su 4mbito de aplicacion se circunscribe a entornos de decision bajo certidumbre,
a la vez que supuestas unas improbables condiciones reales de linealidad. Sin embar-
g0, la préactica ha demostrado que constituye una herramienta de un valor inestimable
en los procesos de direccién de empresas, al permitir apoyar, no s6lo la realizacién de
programaciones a nivel operativo, sino también la de interpretaciones econdmicas,
andlisis de sensibilidad y planificacion en funcién de determinados parametros pro-
ductivos.

La presente coleccion de problemas surge con el objetivo de intentar mostrar las
diversas e interrelacionadas dimensiones de la programacién lineal, y cémo puede
ésta constituir una poderosa herramienta para ofrecer apoyo en la toma de decisiones
empresariales. En este sentido, los problemas propuestos pretenden integrar distintas
herramientas propias de la programacién lineal, con objeto de lograr una visién glo-
bal de ésta frente al planteamiento cldsico de formular problemas correspondientes a
un unico tipo de herramienta. De esta forma, se combinan en los problemas técnicas
como el analisis de sensibilidad, el andlisis paramétrico, la programacién por objeti-
vos vy la teorfa de juegos, entre otras. Para la resolucién de los problemas se ha toma-
do como referencia los algoritmos propuestos por Bazaraa y Jarvis (1981), asi como
la adaptacién que de éstos realizé el profesor Secundino de Ledn (1988), a quien debo
mis primeros conocimientos de esta materia.

Por otra parte, es importante no olvidar que en el complejo mundo de la direccién
de empresas los nimeros y los modelos matematicos nos pueden ofrecer interesantes
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recomendaciones sobre las acciones mds idéneas a realizar, pero siempre es preciso
complementar el andlisis con otras consideraciones de corte mds cualitativo, cuya no
consideracion, a la postre, puede marcar la abismal diferencia entre la decisién
correcta y la errénea. Por ello, animo a tener siempre en mente que el ideal es com-
binar apropiadamente tanto las herramientas cuantitativas como las cualitativas para
la toma de decisiones, sin limitarse a cefiir el andlisis a uno de ambos tipos tnica-
mente.

Quisiera, desde estas lineas, agradecer a Victor Manchado Morales y a Miguel
Angel Acosta Rodriguez sus laboriosos y nada sencillos trabajos de mecanografiado.
También deseo agradecer a Nieves Pérez Godifio y a Marta Ascanio Arroyo su ines-
timable colaboracién en el proceso de edicién de todo el material escrito. Por tltimo,
mostrar mi mayor aprecio por todos los alumnos a los que he tenido la fortuna de
ensefiar los fundamentos de esta materia, porque han sido ellos los artifices de que
este trabajo haya visto la luz. Con €l va mi deseo de que en el futuro otros encuentren
en este texto un material Gtil en su formacién académica.

Las Palmas de Gran Canaria.

Javier Osorio Acosta
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PROBLEMA 1

En el Gltimo consejo de direccidn de la empresa “La rosca loca” se llegd a la con-
clusién de que la razén por la que sus productos (obviamente roscas de maiz) no son
adquiridos es porque el gran publico, simplemente, los desconoce. Ante tamafia evi-
dencia, el nuevo jefe comercial -que acaba de terminar un cursiilo acelerado de publi-
cidad por fasciculos- propone 1a idea de dar a conocer los productos de la empresa de
una forma distinta a la habitual, en este caso regalando roscas en algunas salas de cine
de la ciudad. La idea le ha venido aprovechando que su padre es el duefio de estas
salas y le permite promocionar sus roscas sin cobrar nada a la empresa y porque, sin-
ceramente, su padre no cree que se vendan ni ain después de haberlas regalado. Eso
sf, exige que las roscas de la promocién sean distintas a las habituales de venta en
cines, porque si no le harfa perder dinero por las roscas que deja de vender. Una vez
logrado el acuerdo, la empresa se plantea no gastarse mds de 800.000 pts semanales
en la fabricacién de roscas de promocién mientras dure ésta. El dinero serd asignado
para la distribucién gratuita de cuatro productos: roscas rosas, roscas verdes extra
saladas, roscas beodas y roscas arco-iris. El objetivo de la campaifia es alcanzar al
mayor ndmero posible de consumidores potenciales dispuestos a probar los produc-
tos ofertados. La tabla muestra el miimero de personas a las que se llega normalmen-
te por medio de la distribucién de una tonelada de producto de cualquiera de los
distintos tipos de roscas. También se ofrece el coste por cada tonelada de producto y
el ndmero méximo de toneladas que pueden fabricarse semanalmente para dedicarse
a promocion.

TONELADAS
PRODUCTO CONSUMIDORES COSTE POR MAXIMAS POR
POTENCIALES  TONELADA (pts) SEMANA
Roscas rosas 5.000 80.000 12
Roscas verdes extra saladas 8.500 92.500 5
Roscas beodas 2.400 29.000 25
Roscas arco-iris 2.800 38.000 20

El acuerdo alcanzado por la empresa y las salas de cine obliga que, al menos, se
distribuyan 5 toneladas de las roscas beodas y roscas arco-iris conjuntamente por
semana. Para asegurar una campaifia del mas amplio alcance, la direccién también
insiste en no invertir mas de 180.000 pts en la distribucién simultidnea de roscas beo-
das y roscas arco-iris. Con los datos anteriores, determinar el nimero de toneladas de
cada tipo de roscas que semanalmente han de distribuirse para conseguir que el mayor
nimero posible de consumidores potenciales conozcan los productos de “La rosca
loca”.

13
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SOLUCION:
Llamando:

X;: Toneladas de roscas rosas destinadas a promocién / semana.

X,: Toneladas de roscas verdes extra saladas destinadas a promocién / semana.
X5: Toneladas de roscas beodas destinadas a promocion / semana.

X4: Toneladas de roscas arco-iris destinadas a promocién / semana.

Objetivo:
Maximizar (Max) Z =5.000- X, +8.500- X, +2.400- X, +2.800- X,
Sujetoa (s.a.)

80.000- X, +92500-X, +29.000-X, +38000-X, <=800.000
' X, +X, =5
29.000-X, +38000-X, <180.000

Expresando el problema en la forma estandar de minimizacion equivalente:

— Minimizar (Min) Z =-5000 - X, —8500 - X, —2.400 - X, ~2.800 - X, +20.000 - X,

80-X, +925-X, +29-'X, +38-X, +X, = 8001
X, +X, - X, +X, =5
29-X, +38-°X, +X, - =180
0<X;<12 0<X,<5
0<X3<25 0<X;<20  Xg >0 (variable artificial)

Se ha introducido una variable artificial Xg a la que se le asigna un coeficiente de
coste M = 20.000 para resolver el problema por el método de penalizacidn. El valor
del coeficiente M podria ser distinto del que se ha utilizado en el ejemplo, siempre y
cuando fuera suficiente para penalizar un valor no nulo de la variable artificial.

14
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En principio, parece 16gico situar X, en su cota superior, ya que es el producto que
puede llegar a mas consumidores potenciales.

>
-]

Z{X57 X, X7};§={55, g,

s &}

C,={Cs. G G} T,={0, 20000, 0}

}?N,={X1’ X5, Xy, Xs}; N,

Y}u ={X2}3 N, Z{Ez}

80 92'5 29

Z:io 0 1

0 0 29

I(X‘zo(l)" 80 29 38

'JXZ:S(") N=o0o 1 1

X,=0() 1

|X4=O(l) L0 29 38
[Xs =0(1) "92,51
7= o |
o]

={a—1’ as, 4y, Es}

3810001l
1 0-101
3300 10

Los valores iniciales de la funcién objetivo y de las variables bdsicas son:

 2=C,-B-5-(C,-B"-N,-C, )T,

-(c,-B"-N,-C,,) u,

- 800 80 29 38 0
Z=(0, 20000, 0)| 5 |-4(0, 20000, 0)-{0 1 1 —1|-(~5000, —2400, —23800, 0)
180 ' 0 29 38 0
92’5
(0, 0, 0, 0)-3(0, 20000, 0)-| 0 |~(~8500);-5=+100000—42500=57.500
. o |
‘x,
b=F"5-B"N,-I,~B" N, &, =| X, |=
X,
800 800Y (462'5) (3375
=2 5 [-B™-(925 0 0 -(5)=| 5 |-/ 0 |={ 5 |=0 Sol Basica Factible
180 180) | © 180
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Los valores iniciales correspondientes a la fila cero quedan:

80

" Z-C1=C,- B g —¢,=(0 20000 0)f 0

Z, - C, = 8.500

Z3 - C3 = 20.000 + 2.400 = 22.400

Z4 - C4 =20.000 +2.800 = 22.800

Z¢ - Cg = -20.000

La 1* tabla seria:

o

J_ (~5.000) = 5.000

1 u 1 1 1

X, | X, X, X, | X5 | X¢ | X, | Xg LD
Z | 5000 | 8.500 | 22.400 | 22.800 | 0 | 20000 | 0 | 0 57.500
X; | 80 [ 925 | 29 38 1 0 0 | o 337’5
Xg 1 1 1 0 1 0 | 1 5
X, 0 0 29 38 0 0 1 | o 180

1: cota inferior

u: cota superior

147

= Max[

jeP

Max(z, —?J-), Maxl(c;-z)

jeRy

Como o, >0 = Solucién mejorable.

X, candidata a entrar en la base; K=4;K e K.

Y 20]

3375-0  5-0
38

14 =Ml7’l[

%=Aﬁn(

I<ism

b;

lBi

ik

1800

3

1

38

X5 es candidata a salir de la base.

'y, =co porque ¥, 20

.16

j=Aﬁn@

): Max (22800,

—8500) = 22.800=Z, - C,

b, -l
88, 5, 4736)=——2=4736

V34
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Problemas de Programacion Lineal

vy = u,—1, =20-0=20
A, =Min(y,, 7,, (,~1,))=Min(47736, , 20)=4736

X, entra en la base.
X7 sale de la base.

Pivoteamos sobre y,, excepto el LD.

Z=7-(Z, - C,)- A, =57500-(22800) - 4736 = ~50480'8

X, 3375) (38 157'53
b'=| X, |=b-5,-A,=| 5 |-|1 [4736=| 026
X, 180 | |38 0

py=X, =l +A, =1, +A, =0+4736=4736

1 u 1 1 1
Xy X, X3 Xy X5 X Xs | Xg LD
Z 5.000 | 8.500 | 5.000 0 0 | -20000!-600| O -50.481
X5 80 92’5 0 0 1 0 -1 0 157°5
Xg 0 024 0 0 -1 003} 1 0°264
Xy 0 0’76 1 0 0 003 0 4736

Dos candidatos a entrar en la base, puesto que 04, =5000, k=1 o k=3
Tras tres iteraciones similares, los resultados finales, referidos a cada semana, son:

X;: 1'9  Toneladas (1.900 Kg) de roscas rosas fabricadas para promocion.
X, 5 Toneladas (5.000 Kg) de roscas verdes extra saladas para promocion.

: 6'2 Toneladas (6.200 Kg) de roscas beodas fabricadas para promocion.
X4: 0 No se fabrican roscas arco-iris para promocion.

-~
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PROBLEMA 2

Una empresa que realiza laminados de aceros de aleacién especial produce dos
tipos de laminas, que le reportan 8.000 y 6.000 pesetas netas respectivamente por
cada metro producido. El proceso consta de una etapa previa de acondicionamiento
del acero, otra de laminado propiamente dicho, y una tercera de pulido de la superfi-
cie resultante, disponiéndose diariamente para cada actividad de un nimero de horas
limitado. Las horas requeridas por unidad de producto y las horas totales diarias dis-
ponibles para cada actividad se muestran en la tabla adjunta:

Horas requeridas por unidad de producto

TLaminado 1 Laminado 2 Horas

totales disponibles

Acondicionamiento 4 2 60
TL.aminado 2 ﬂ 4 48
Pulido 6 2 76

En principio no existen limitaciones de material, si bien la empresa esté obligada
a producir al menos un metro de laminado 1, y un metro también de laminado 2 dia-
riamente con objeto de generar una rentabilidad minima. Por el contrario, debido a
acuerdos en el sector sidertrgico de control de la competencia, no puede producir mas
de 15 metros diarios de laminado 1, ni méds de 5 metros diarios de laminado 2.

a) Con los datos anteriores calcular la programacion de produccioén que maximiza
los beneficios de la empresa.

b) Suponiendo que interesara contratar mds horas diarias de las actividades del
proceso, ¢cudl serfa el valor mdximo que se pagaria por cada hora adicional?

SOLUCION:
a) Llamando X;: metros de laminado 1 producidos.
X,: metros de laminado 2 producidos.

La funcién de produccién a optimizar serfa:

18

© Del docurnenta, los autores. Digitalizacian realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2008



Problemas de Programacion Lineal

Max Z = 8.000-X; + 6.000-X,

S.a. :

4-X,+2-X, <60 5% <15

2-X, +4-X, <48 T
1<X, <5

6-X,+2-X, <76

Transformando el problema:

Min Z =-8.000-X; - 6.000-X,

S.a.

4-X, +2 X, + X, =6O]7- cx <15 05X
20X, +4-X,  +X, =48 Sx. <5 05X
6-X,+2-X, +X5:76J 0< X,

Para resolver el problema utilizamos el algoritmo simplex para variables acotadas.
Dado que se trata de maximizar interesaria asignar a las variables su cota superior,
pero esto darfa lugar a que se perdiera la factibilidad. Por ello se asignard una varia-
ble a su cota superior y otra a su cota inferior, y se comprobard si es factible.

|T4 210 (ﬂl
A=|2 4 0 1 0] ; B=la,.a,.a X,={X,, X,, X}
LG 2 00 1J

e B

[+

Aplicando el algoritmo simplex:

19
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z=C,-B"b-(C,- B 'N,~C,) I, ~(C;-B"-N,~C,,) 7y, =
=0 - (0~ (~8.000))-1-(0~- (~ 6.000))-5 = —38.000

b=B"-b-B"-N,-I, -B"-N, -u,
X,) (60 ‘ _ 46

b=|x,|=|48 |-(4, 2, 6)-(1)-(2, 4, 2)-(5)=|26|>0 Sol. inicial factible
X, | |76 160

A continuacion se calculan los valores iniciales de la fila cero en la primera tabla
Simplex

Z,-C =C, -B™-a —C,=0+8.000 = 8.000

Z, - C, = 6.000

La 1* tabla simplex serfa:

© Del documenta, os autores. Digitalizacion realizada por ULPGC. Biblinteca Universitaria, 2006

£ W =

X, X, X3 X, X5 LD
Z 8.000 6.000 0 0 0 -38.000
X3 4 2 1 0 0 46
X, 2 4 0 1 0 26
X5 6 2 0 0 1 60

1: cota inferior
u: cota superior

Comprobamos si esta solucién es mejorable:
o, = Max( Mg (z,~¢,) M -z, )]: Max(8.000,— 6.000) =8.000 > 0
Jedy IER, .
Solucién mejorable; k=1; X, es candidato a entrar en la base.
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ke 9{1:>

. b, ‘“lB,. ‘
Yi=Min Ya 20

I<i<m ik

6-0 60—0}_12

 [46-0 2
?’1=Mm{- T 1 ¢

X5 es candidato a salir de la base.
V= yaquey, =y 20
’Y3=U1-11 =15-1=14

A=Minlr:. 72, w—L}= Min{l0, «, 14}=10

= X5 sale de la base y se pivotea sobre y3;.

los nuevos valores del lado derecho serian:

Z=2-(z,~¢,) A, =~38000—(8.000)-10=—118.000

| 46l 4l j6 “ X,
b=b—-3,-A, =126(-12(-10=16« X,

6_0J 6) 0) « X,
by=1 +A, =1+10=11 « X,

La nueva tabla, una vez hecho el pivoteo serfa:

u 1
Xy X, X5 Xy X5 LD
Z 0 10.000/3 0 0 -4.000/3 | -118.000
X3 0 2/3 1 0 -2/3 6
Xy 0 10/3 0 1 -1/3 6
Xy 1 1/3 0 0 1/6 11

21
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X1= 11 metros diarios. X3 = 6 horas sobran de acondicionamiento.
X9= 5 metros diarios. - X, = 6 horas sobran de laminado.
Z =118.000 pts. X5 = 0; el cuellode botella estaria en el pulido.

b) Para saber cuanto se podrfa pagar como méaximo una hora adicional planteamos
el problema dual. De entrada, ya se observa que no nos interesaré contratar horas adi-
cionales de acondicionado y laminado pues nos sobran, pero si interesa de pulido.

Primal: Méx Z = 8.000-X; + 6.000-X,

S.a.

4.X,+2-X, sml
2-X, +4-X, <48
6-X,+2-X, <76)

Dual: Min Z'=60- wi+48- wy + 76-w3
S.a.
4w+ 2-wy+ 6-w3 = 8.000
: ‘ W1, Wo, W3 20
2'W1+ 4'W2+ 2'W3 > 6.000
Por el teorema de holgura complementaria:
La 1° restriccién Primal tiene holgura. = w;=0
La 2° restriccién Primal tiene holgura. = w,=0

La 3? restriccién Primal no tiene holgura. ==~ w5320

Resolviendo, utilizando la tabla dptima y aprovechando las caracterfsticas espe-
ciales de los valores Z; - C; para las variables de holgura iniciales:

22
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’ s
Z4—C4=O=(w1, W, w3)-L1J~O;w2=O-Ph—laminado

4| 4000
3

i
Wy =~ =1333'33 Pf pulido

Cada hora de pulido incrementaria los beneficios netos en 1.333°33 pts. Sobre esta
cantidad se habri de negociar.

Es l6gico que w; = m, =0, debido a que la 1* y 2 restricciones tienen holgura, es

decir, ha sobrado una serie de horas de acondicionamiento y laminado. Por lo tanto,
una hora adicional de ambos tratamientos no nos supondria un mayor beneficio.

23
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PROBLEMA 3

Una empresa dedicada a la fabricacidn de diferentes articulos, ante ia inminente
llegada de Ia estacién invernal se plantea establecer su politica de fabricacién y alma-
cenaje de estufas de gas para el primer cuatrimestre del afio, es decir, para los meses
de enero, febrero, marzo y abril. Debido a que se trata de un producto estrella, y para
mantener la lealtad de los clientes, la direccién de la empresa desea que la demanda
prevista de este producto sea totalmente satisfecha. Dicha demanda se estima en
9.000 uds. en enero, 12.000 uds. en febrero, 14.000 uds. en marzo y 13.500 uds. en
abril. Para hacer frente a estos pedidos la empresa tiene una capacidad de produccidon
de 13.000 uds. al mes, siendo el coste unitario de fabricacién de 4.000 pts. No obs-
tante, debido al proceso de modernizacién de equipos que la empresa estéd Hevando a
cabo, se espera que el 1 de abril comience a funcionar una nueva linea de fabricacion
que situaria la capacidad de produccién en 15.000 estufas al mes, reduciéndose los
costes unitarios, situdndose estos en 3.500 pts. ‘

Procedente de la temporada anterior, se cuenta con un inventario inicial de 1.325
estufas que pueden ser utilizadas para satisfacer la demanda. Asimismo, ante posibles
eventualidades futuras, se desea que al final del cuatrimestre considerado se dispon-
ga en almacén de un inventario total de 800 unidades. Para facilitar el ajuste produc-
tivo se puede utilizar el almacén para el almacenamiento de unidades de un mes a
otro. La capacidad mdxima de almacenamiento es de 2.000 estufas y el coste por uni-
dad en inventario al final de cada mes es de 500 pts.

Formular y resolver un problema de programacion lineal para minimizar el coste
de fabricacién y almacenamiento durante el cuatrimestre considerado, teniendo en
cuenta que los costes derivados del inventario inicial y final entran dentro de otra par-
tida presupuestaria que no se considera en esta programacion.

SOLUCION:

Aunque los valores que se van a manejar en este problema deben ser enteros, dado
que las cantidades son relativamente elevadas se resolverd mediante Programacién
Lineal, ddndose por buena la aproximacién obtenida en los resultados finales.

Distribucién en el primer cuatrimestre:

Enero Febrero Marzo Abril

D: 9.000 uds D:12.000 uds D: 14.000 uds D: 13.500 uds

j Capacidad de produccién mensual = 13.000 uds con un coste de 4.000 pts/ud.

24
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Capacidad de produccién a 1 de abril = 15.000 uds con coste de 3.500 pts/ud.
El inventario inicial es de 1.325 unidades.

El inventario que ha de haber al final es de 800 unidades.

El coste de almacenamiento es de 500 pts/ud

Capacidad mdxima de almacenamiento = 2.000 unidades

Liamando Xj: n° de unidades fabricadas en el mes j; (=1,...4)
“ it n°de * en stock al final del mes j; (j=1,...3)

El problema quedaria:

Min Z =4.000-X; + 500-y; + 4.000-X; +500-y + 4.000-X3 + 500-y3 + 3.500-X4

Sa.

X, +1325 = 9.000+y, |
X, + y  =12000+y,
X, + y, =14000+y, J
X, + y, =13500+800
X, <13.000 <2000
X, <13000 7 <2000

X, <13000 7 < 2000
X,<15000 27

El problema queda de la forma:

Min Z = 4.000-X; + 500-y; + 4.000-X;, +500-y, + 4.000-X3 + 500-y3 + 3.500-X4

S.a.
X, -y =17.675
X, +y, -y, .~  =12000
X, +y, -y, =14.000
X, +y, =14.300
0<X,,X,, X, <13000 -
Con o 0< ¥, ¥y, y; < 2000

0< X, <15000
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Este problema puede ser resuelto afiadiendo variables artificiales para obtener una
base inicial factible correspondiente a la matriz identidad. También se podria resol-
ver aprovechando que en la matriz de restricciones aparece en las primeras cuatro
columnas una matriz identidad.

Por tratarse de una situacién mds general, se resolverd primeramente mediante
variables artificiales. Para ello se afiaden cuatro variables artificiales y la funcion
objetivo se adapta para resolver el problema mediante el método de penalizacion,
asignando a las variables artificiales un coeficiente de coste M = 25.000.

Min Z = 4.000-X; + 500-y; + 4.000-X; +500-y, + 4.000-X3 + 500-y; + 3.500-X4 +
425.000-X5 + 25.000-X¢ + 25.000-X7 + 25.000-Xs

S.a.
X, -y +X5 =7.675
X, Y, =Y, +X, =12.000
X, +y, =¥, +X, =14.000
X, +, +X, =14300

X,, X,, X, <13000
Con X, <15000 Vi 2 3 $2000
XX, X,,X; 20

Para la resolucion de este problema se utilizard el algoritmo de variables acotadas.
La matriz de restricciones es: (una vez se han afiadido las variables artificiales X5, X,
X7, X3)

[T 000 -1 0 0]t 00 0]

Z:io L oo -0 ’O Lo O{ M = 25000 (Coeficiente de coste)
200100 1 -1/0 0 1 0] :
looo1 0 o 1]J0oo0 0 1]

Las variables yq, y,, y3, por corresponder a unos valores que interesa minimizar
(implican costes que no afiaden valor al producto) se situardn en su cota inferior.

En cuanto a las variables X, X,, X3, X, si en un primer tanteo se les sitda en su
cota superior se observa que la solucién inicial serfa no factible por aparecer valores
negativos. Ante esta situacion resulta mds procedente situar una de ellas en su cota
superior y las restantes en la inferior.

26
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N,:(Xl’ X, X4 v Yo )’3);’

|

NI:(aXl’ aXz’ aXA’ a}'l’ d.Vz’ a}’s)

YNZ :[Xz] N2:[a_x3]

|

z[axs’ Ax,» ax,> aXs]

Los valores iniciales de la matriz serfan:

2=C, B 5-(C,-B"-N,~C, )], -(¢, 3" -¥,-¢,)m, =
7.675

12.000 oo

14.000

14.300

0

(25000, 25000, 25000, 25000)-

0
~ | (25000, 25.000, 25000, 25.000) . —(4.000) {(13.000) = 926,375.000

0
7675 (0} (0 7.675
R 12000| 0| [0 12.000
b=B"'b-B"'.N,.-I, -B-N, i, = - |- .000) =
z Lt 2B =1 140007 0| 113000 =1 " 500
14300, (o) o 14.300
Z-Ci=Cy-B™-a@;~c, .
"
0
Z, —Cy =(25, 25, 25, 25).| |-4=21000

Z, —Cy, =21000
Zy, ~Cy, =21000
Zy, — Cy, =21500

Z, -C, =-500

R
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z -C, =

J2

=500

Z, ~C, =-500

La primera tabla queda:

1 1 u 1 1 1 1
X0 X X Xg |1 | ¥2 | v3 | X5 X5 | Xy Xg| LD
Z |{21.000{ 21.000] 21.000 | 21.500| -500 | -500(-500 | O | O | O | O |926375000
X5 1 0 0 0 -1 0 0 110070 7.675
X6 O 1 0 0 -1 0 0(1]101}0O0 12.000
X, 0 0 1 0 -1 0Ojo|1¢}0 1.000
Xg| O 0 0 1 0 1 0|0 |01 14.300
I: cota inferior
u: cota superior
@ = Max(ng(Zj -¢)) Max(c, —Z,-)]
jedy €Rhy )
o, =21500 ; k = X, (candidata a entrar en Ja base)
o, > 0= Solucién mejorable
. (14300-0Y
n=M m(—l——) =14.300
. bA4"l4
¥, = oo Ay, = Min(14300, o, 15,000)=14,300=_y_~
. 44

Vs =y, =Ly, = 15000 -0 = 15000

X, sale de la base

z=72-(z, - C,) A, =926375000~21500-14.300 = 618925000

1S
i
1S
I
=
=
>3
=

28
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X5 =7.675-0-14.300 = 7.675

Xe = 12.000 - 0-14.300 = 12.000

X7 = 1.000 - 0-14.300 = 1.000

X4=0+ 14.300 = 14.300 -

Tras el pivoteo, la mueva tabla queda:

1 1 u

Xp | X0 X3 | X3 051 | 2|9 |X5|X5|Xy Xg| LD
Z [21.000{21.000{ 21,000 0 [-500 | -500{-22.000{ 0 | O | O |21500/618925000
Xs| 1 0 0 o |-1{of{o0o |1]0of{0] 0] 7675
Xs| © 1 0 o [ 1| -1]o]ol1]o0o] 0] 12000
X,| 0] o 1 0 t | -1 ]oflo]1] o] 1000
Xg| © 0 0 1 ol 1 lolofo]| 1] 14300

Se sigue con el algoritmo y tras cuatro iteraciones mds se obtiene la solucién 6pti-

ma:

Z = 185.250.000 pts de costes de fabricacion y almacenaje
X1 = 7.675 unidades producidas en Enero

y1 = 0 uds. se almacenan al final de Enero
X2 = 13.000 unidades producidas en Febrero
y2 = 1.000 uds. se almacenan al final de Febrero
X3 = 13.000 unidades producidas en Marzo
y3 = 0 uds. se almacenan al final de Marzo
X4 = 14.300 unidades producidas en Abril

A continuacién se procederd a resolver nuevamente el problema sin introducir
variables artificiales, aprovechando que las cuatro primeras columnas de la matriz de
restricciones conforman una matriz identidad que podemos tomar como base inicial.

29

ion realizada por ULPGEC. Biblioteca Universitaria, 2008

, los autores. Digital

© Del



Javier Osorio Acosta

Min Z = 4.000-X; + 4.000-X; + 4.000-X3 +3.500-X4 + 500-y; + 500-y, + 500-y;

S.a.
X, ‘ ~y, B =7.675
X, +y, -, =12.000
X, Y, —¥s =14.000

X, +y, =14300

0<X,, X,, X; <13.000
0< X, <15000
0<y,,y,,¥,<2000

1000 -10 0

_ {0100 1 -1 0 _ |

4= 0 10 0 1 -1 ’BEI:[“X’ T Ty, Ty,]
0001 0 0 1

Como las variables estdn acotadas aplicamos el algoritmo Simplex para variables
acotadas.

Inicialmente se asigna y;, ¥,, ¥3 a su cota inferior puesto que se intenta almace-
nar lo menos posible de un mes a otro. El resto de las variables, al tratarse de varia-
bles bésicas tomarin valores en funcién del vector de lado derecho y de las variables
no bésicas.

Comprobamos si se puede obtener con esta asignacién inicial una Solucién
Bésica Factible.

Variables bésicas: X, X, X3, X4
Variables no bésicas: yy, y,, ¥3

X1
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7675 -1 0 0XY0
T BN = 12000 3 1 -1 040 12000
> 114000 0 1 -1}0
14300 0 0 1A0

La solucién es no factible puesto que X5 estaria por encima de su cota superior
(X3=< 13000).

Probamos una nueva asignacion situando a y; e y, en su cota superior mientras
que y; se mantiene en la cota inferior.

x) (7675) (0 -1 0 9675
x| |12000] | O] |1 -1](2000) |12000
Xe=l o |7 14000 |-1" |0 1 '(zooo)z 12000

xs) \14300) \ 1 0 0 14300

Esta solucion inicial sf es factible puesto que ninguna variable supera su cota supe-
rior. Tenemos entonces que:

=2

= (@, 1, =30

(a_\’l’a)‘z )

Z|

2
uy =y 1=2000
uy2=y2=2000

Se calculan ahora los valores de la fila cero para la primera tabla.

-1
1
Zy-Cy =CyB @y ~cy = (4090 4000 4000 3500)  |-500=-500
0
0
Zy,~Cy,=(4000 4000 4000 3500) ~1 ~500 = ~500
0
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0

0
Zy —Cy = (4000 4000 4000 3500 -500=-1000
Y, Y3 1

—

i

Z=C,B'b-[Cs B Ni— Culim-[Cs B' Na— Culiw=

9675 |- 0
12000 0
:(4000 4000 4000 _3500) 12000 | (4000 4000 4000 3500) . —500|-0+
14300) | 1
-1 0

1 2000
—1(4000 4000 4000 3500) o 1 ~(500 500)|- 2000 |= 186:750.000

0 0

Por tanto la 1* Tabla Simplex quedaria:

u u 1
Xy X, X3 X4 vi Y2 Y3 LD
Z 0 0 0 0 -500 -500 | -1.000 | 186.750.000
X4 1 0 0 0 -1 0 0 9.675
X, 0 1 0 0 1 -1 0 12.000
X3 0 0 1 0 1 -1 12.000
X, 0 0 0 1 0 0 1 14.300

Aplicando el algoritmo Simplex para variables acotadas.

o = Max(Max(,Zj —Cj)’ Max(Cj _Zf)]=

jeRy jeR,

= Max [— 1000 500 500] =500>0 (Solucién mejorable)
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0, =500 ; K=y; 6 y, Son candidatas a entrar en la base tanto la variable y; como
la variable y,, nosotros nos quedamos con K =y, ; K pertenece al conjunto R,. Para
continuar el problema es necesario utilizar la parte del algoritmo Simplex de varia-
bles acotadas correspondiente a K perteneciente a R,.

y;: candidata a entrar en la base:

p —0 ~
y = Min{b iy < 0} - 967f =it h o675
ik ’ - yl}’x

u"_b":y,-k>0}= 1300012000 _ d=bs _ 1999

1 yz}'l

’)/2: Min[

ik

Y, =uy — Iy =2000-0=2000

AyI = Min{)/l,yz,}'3} =Y, ; X2 sale de la base al alcanzar su cota superior. La

variable y; entra en la base y el elemento pivote es el Yoy, =1

La nueva columna de lado derecho queda:

9675 -1 8675
= by - A _ 12000 1 1000 13000 é_ Variable x,
E)— +Y, A l~)—b+yylAyl—— 12000 + ol =1 12000 g;]igtl:anza’

14300) { O 14300 superior

Z=2-(Z,~C,) A, = 186750000+ (- 500)- 1000 = 186250000
v =u, —A, =2000-1000=1000 ’

Tras el pivoteo la nueva tabla quedara:
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u u 1
Xy X, X3 Xy Y1 Y2 Y3 LD
Z 0 500 0 0 0 -1000 | -1000 | 186.250.000
X3 1 1 0 0 -0 -1 0 8.675
Y1 0 1 0 0 1 -1 0 1.000
X; | 0 0 1 0 0 ] 12.000
Xy 0 0 0 1 0 0 1 14.300

Repitiendo el proceso:
o, = Max[ Max (=1000),  Max(~500, 1000)] =1000> 0

La solucién es mejorable; o, =1000 ; k=y, ; K pertenece al conjunto R, .La varia-
ble y, estd en su cota superior y disminuird su valor, siendo candidata a entrar en la
base.

Estudiamos ahora si alguna variable bésica sale de la base:

1 8675—0 1000-07 - b, =1
Y = Min[b’ 1Yy < 0:} = Min[ ; }: 1000 = by”l
: Vi 1 1 - )’zyz
yi: candidata a salir de 1a base
= b 1300012000 -b
Y :Min[u’ b’:yik>0:|=———-———=10()0=£‘3_.__3.
> Y 1 }’3yz

x3: candidata a salir de la base

y3 =uy — ly2 = 2000-0 = 2000

Ay = Min{7,,7,,7:}= Min{1000,1000,2000} = 1000= 7,67,

Al disminuir y, disminuird también y; mientras que x; aumentard en la misma
medida. Tomamos, por ejemplo, para que €l pivoteo se realice sobre y3y2=1, al ser 1

un valor mds manejable que -1. Por tanto entrard 7, en la base y en su lugar sale x5

siendo ysy, =1 el pivote sobre el que se realizard la siguiente iteracion.

La nueva columna de lado derecho queda:
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Yy =4y, _AJ‘z = 2000 —1000 = 1000

8675 (=1 7675
. R 1000 | | -1
b=b+Y, Ac=b+Y, Ay =| 500 [*] 1 |1%%°=] 13000
14300 | 0 14300

zZ=2+(z,~C,)-A, = 186250000 + (- 1000) - 1000 = 185250000
Yi=u, —A, =2000-1000=1000

Tras el pivoteo la nueva tabla queda:

u u 1
Xy X, X3 X4 Y1 g ¥3 LD
Z 0 500 1000 0 0 0 -2000 185250000
X, 1 1 1 0 0 0 1 7.675
Vi 0 1 1 0 1 0 | 0
¥z 0 0 1 0 0 1 -1 1.000
Xy 0 0 0 1 0 0 1 14.300

Aplicando el criterio de optimalidad se obtiene:

o, = Max(Max(Zj -C)). Max(c, ‘Zf)]?

jeRy jeR,
= Max|[-2000 —500 —-1000]=-500<0
Solucién 6ptima
El resultado, 16gicamente, coincide con el que ya se ha obtenido, y es:

Z7.=185.250.000 pts. de costes de produccion
X=7.675 uds. fabricadas en enero
X,=13.000 uds. fabricadas en febrero
X3=13.000 uds. fabricadas en marzo
X,;=14.300 uds. fabricadas en abril

No se almacena nada al final de enero y marzo (y;=0, y3=0). Se almacenan 1000
uds. al final de febrero.
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PROBLEMA 4

Una factorfa especializada en la fabricacion de sillones produce 2 tipos de asien-
tos para aviones A y A,, utilizando para ello mano de obra y material sobrante de su
proceso productivo habitual. Por tanto, para este mercado especffico la fabrica tiene
restricciones en cuanto al tiempo de produccion, metros ctibicos de fibra comprimida
y metros cuadrados de cuero. Los beneficios y requerimientos de material por cada
unidad fabricada se muestran en la tabla, asi como las disponibilidades méximas para
un periodo determinado.

Beneficios (pts) Horas de trabajo m? de cuero m’ de fibra

Ay 7.000 2 1 1
A, 8.000 1 1 2
Total disponible - 19 14 - 20

a) Formular y resolver el problema de maximizar beneficios en las condiciones de
produccion indicadas mediante la programacion lineal.

b) Formular el problema dual e indicar los valores dptimos de las variables dua-
les. '

c¢) ¢(Cudl es el precio sombra para una hora del tiempo de produccion? ;Cémo se
interpreta? ;Sobre qué rango es valida esta interpretacién?

d) ;Sobre qué rango puede el coeficiente asociado a A, variar en la funcién obje-
tivo sin que cambie la solucién éptima?

e) Supodngase que tras haberse producido el segundo asiento, el tiempo requerido
para fabricar cada asiento se reduce. ;Puede utilizarse el anélisis de sensibili-
dad para determinar el impacto de dicho cambio?

SOLUCION:

a) Se trata de un problema de Maximizacion de beneficios en el que la funcién
objetivo es:

X,= Asiento tipo 1 fabricados
Xy= Asiento tipo 2 fabricados
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Max Z = 7.000-X, + 8.000-X,

S.a.

2-X, + X, s19l
X, + X, <14 X,X,20
X, +2-X, <20)

Para resolverlo lo expresamos en forma de Minimizacién.

- Min Z = -7.000-X,- 8.000-X,

S.a.
2-X, + X, + X, =19l .
X, + X, +X, =14¢  X,,X,,X;.X,,Xs>0
X, +2-X, +X; =20)
- j)gl 19l (21 (o
XB= X4 = 14 ; XN:{XI}:{O}
X, 20) o

X, X, X, X, X5 LD
Z 7.000 8.000 0 0 0 0
X3 2 1 1 0 0 19
X, 1 1 0 1 0 14
X5 1 2 0 0 1 20
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Aplicando el algoritmo Simplex las siguientes tablas serfan:

X, X, X3 X, X5 LD
Z 3.000 0 o 0 -4.000 -80.000
X3 312 0 1 0 172 9
X, 12 0 0 1 172 4
X, 172 1 0 0 172 10

X, X, X3 X, X5 LD
Z 0 0 -2.000 0 -3.000 -98.000
X, 1 0 2/3 0 -1/3 6
X, 0 0 173 1 1/3 1
X, 0 1 -1/3 0 2/3 7

38

Solucién ptima

X, = 6 asientos tipo A,

X, =7 asientos tipo A, Sobra 1 m* de cuero. (X,=1)
Z = 98.000 pts

b) El planteamiento Dual serfa:

Min Z'=19-w, +14-®, +20-0,

S.a.

2-0, + o, + o, 27000

>
o, + 0 +2 o 28.000} @, @By, 05 20

Por el Teorema de holgura complementaria sabemos que:

w, #0 1
®,=00—> Z,~C=0-d—c; —2000=(0, @, @) |0|-0=
@, #0 0

= w, =|-2.0000 pts./hora adicional
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Problemas de Programacion Lineal

1
Zi~Cs = (601 , Wy, a)3)- 0|-0= @, =|~3.000 pts./m’de fibraadicional.
0

®, = 0 pts./m> cuero adicional (resultado previsible ya que sobra cuero en el pro-
ceso productivo 6ptimo, X,=1)

c)

c.1) @;=2.000 ptas / hora produccién; m;: precio sombra de 1h mas de trabajo de
produccion

c.2) Cada hora adicional de mano de obra genera unos beneficios de 2.000 pts
manteniendo el actual sistema productivo.

c.3) Para obtener el rango es preciso hacer un analisis de sensibilidad que nos diga
cudnto puede variar el término correspondiente del vector de lado derecho sin
que se produzca modificacion en el sistema productivo.

19+A

S
i
Utill
S
|
i
-
~
S
[\
<o

Sustituyendo:

% 0 Y (19+A IAFE

WL K 14 |=15A+3
W0 H 20 ) (3A+%

2A+1820 A=-9
3-A>20 A<3 .
—A+2120 A<21|— Esta solucién no la consideramos porque es menos restrictiva que A <3

-9<A<3
por tanto el rango para el que el precio sombra es vilido es el siguiente:

b1+A_Sb|Sb1+A+

10<bj <22

d) Se trata de realizar un andlisis de sensibilidad sobre el elemento correspondiente
del vector de coste para obtener su rango de variabilidad.
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Cp= (cl, Cys cz) es el orden de la base 6ptima

C, = (c, +A,, ¢4 cz) es el vector de costes basico modificado

Sabemos que se tiene que cumplir para mantener la optimalidad primal que:

(z,-c)<0
(z,-c,)<0
De la primera expresion ok B-E“l a;—c; <0
E'151'y3 $O
%
(<7.000-A,, 0, -8000)-1% (<0
%)
_14.000 2A 8000
3 3 3 :
—2A—-6.000<0

-2A<6.000 = A=-3.000

De la segunda expresion:

A
(-7.000-A,, 0, -8.000)-|-% <0
%

7.000 + A 16.000

<0
3 3 3
A-9.000<0 ; A<9000
Por tanto .

—3.000 < A £9.000

40
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7.000 —3.000 <¢',< 7.000 +9.000

4.000 < ¢’ < 16.000

e) No, porque el problema dejaria de ser lineal en las condiciones mencionadas.

41
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PROBLEMA 5

La compaiifa de transportes "La perola negra" se ha diversificado introduciéndose
en el sector de Ia alimentacion, produciendo alimentos mezclados de forma especial.
Actualmente ha recibido un pedido de 200 kilogramos como minimo de una mezcla
constituida por dos ingredientes A y B. El primer ingrediente A, le cuesta a la compa-
fifa 300 pesetas el kilogramo; el segundo ingrediente le cuesta 800 pts/kg. La mezcla
no puede contener més del 40% del ingrediente A y debe tener al menos 30% de B.

En estas condiciones calcular:
a) Cantidad a utilizar de cada ingrediente en las mezcla para minimizar los costes.

b) (Dentro de qué intervalo podria variar el coste unitario del ingrediente A sin
que cambie por ello la solucién Gptima?

¢) (Saldrfa rentable para el proceso de produccién afiadir a la mezcla un ingre-
diente C sabiendo que el coste de éste es de 500 pts/kg? Razdénese.

d) (Qué pasarfa si Sanidad impusiese que la cantidad médxima de antioxidante E-
XX presente en cada kilogramo de mezcla (por haberse descubierto reciente-
mente que tiene propiedades alucindgenas) fuese como médximo de 6 gramos,
sabiendo que cada kilogramo de ingrediente A contiene 10 gramos de E-XX y
cada kilogramo de B contiene 3 gramos?

SOLUCION:

a) Llamando X;: kg. de ingrediente A en la mezcla.
X,: kg. de ingrediente B en la mezcla.

La funcién de produccion seria:

Min Z=300-X;, +800-X,
S.a.

X + X2 > 200
X, <04 X+ X5)
X5 >0'3 X1+ Xy)

X, X,20
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Sin embargo, dado que se trata de un problema de minimizacion, el método de
resolucion buscard que la cantidad de ingredientes fabricada sea lo mds pequefia posi-
ble, lo justo para que se cumpla la primera restriccién. Por esta razén se puede con-
siderar que la suma de los ingredientes en el dptimo serd de 200 Kg, por lo que el
problema se puede expresar de la siguiente manera:

Min Z=300-X, +800X,

S.a.

X, + X, =200 l

X, < 04-200
X, > 03-200)

X,,X,20

Que introduciendo variables de holgura quedaria:

Min Z=300X, +800-X,

S.a.

X, +X, - X, = 200

X, +X, = 80
X, -X, = 60

X;20 (j=1,..5)

Vemos que no tenemos base inicial facilmente identificable, por lo que recurrire-
mos a la utilizacidén de variables artificiales y al método de dos fases.
1 Fase:

Min X, = X, + X,

S.a. - F

X +X,-X, + X, = 200

X, +X, = 80
X, -X, +X, = 60]

X20 (j=1, 7 X, X,: variables artificiales
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jxél [200 if11-10 0101|
X,=1X,(=3 80 A=10 01 000
X, |60 [0100—101J
(x,)
. X _ -
XN={X3 o Bla.a,.a]
XS
1)
Z,-C=C, B'-@ —C,=(1,0,1)41|-0=1
o)
1]
Z,-C,=(1,0,1-]0{-0=2
o)
-1
Z, - C,=(1,0,1)-] 0 [-0=~1
0
0
Z, - Cy={1,0,1)-] 0 |-0=~1
-1
(200)
Z=Cy, B"b =(1,0,1)-] 80 {= 260
o)
La primera tabla Simplex quedaria:
X, X, X3 X, X X | X, LD
X, 1 2 -1 0 -1 0 0 260
X4 1 1 -1 0 1 0 200
X, 1 0 1 0 0 80
X7 0 1 0 -1 0 1 60
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Z,—C, =2; k=2; X, candidato a entrar en la base.

. [, o :
X,=M zn{:—i Vi > 0}= Min{200,60} = 60

1<i<m 7 4

X, sale de la base; y3, es el pivote. Iterando sucesivamente se obtienen las siguien-
tes tablas:

X X, Xs | X, Xs | X¢ | Xg LD
X, | 1 0 1 0 1 0 2 140
X, | 1 0 T 0 1 | 140
X, | 1 0 0 1 0 0 0 80
X, | 0 1 0 0 | 0 1 60

X, X, X; | Xg Xs | X | Xg LD
Xy | © 0 1 1 1 0 2 60
X¢ | 0 0 1 1 1 1 60
X, | 1 0 1 0 0 0 80
X, | 0 1 0 3 0 1 60

X, X, X; | X4 Xs | X | Xg LD
Xy | 0 0 0 0 0 1| 4 0
Xs | o0 0 1 1 1 1 1 60
X, 1 0 0 1 0 0 0 80
X, | 0 1 1 1 0 1 0 120

Solucién éptima. Se han eliminado las variables artificiales, pasamos a resolver la
2? fase:

a

Min Z=300-X; +800-X, (las restricciones permanecen constantes)

] -

7y -C3=Cy -B™ - @~ c;= (0, 300, 800)-L0 =—800
-1
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N

Z4 - Cq = (0, 300, 800)-(1 J= -500

-1
t (60}

Z=C, B b=(0, 300,_800)~L80J =120.000
120

La solucidn es 6ptima de entrada y no hace falta recurrir a la 27 fase:

X1 = 80 kg d.e A
X, =120 kg de B
Z =120.000 ptas de coste

La tabla éptima seria:

X, X, X3 X, X5 LD
Z 0 0 -800 -500 0 120.000
X5 0 0 -1 -1 1 60
X, 1 0 0 1 0 80
X, 0 1 -1 -1 0 120

b) Intervalo de variacion del coste de A.

© Del documento, los autores. Digitalizacion reafizada por ULPGEC. Biblioteca Universitaria, 2008

Se ha de cumplir que:

(23'C3)’:€B{'E—1'6_l3_c3$ O, 615;:(6"5 s CI+A15C2)

N
(O, (3OO+A1), 800)- 0 —-0<0; A, no restrin-
L—l J gido inferiormente

Inferiormente se puede decrementar A; hasta -o¢, o cual es fisicamente imposible,
pero si se puede disminuir el nuevo coste hasta cero, siendo éptima la solucion con
C’,=0

1

(Zy-Csy = C}-B™"-@,-C,<0
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(0. (300+4,), 800)(—11) 0<0
)

E
i

300 + A; - 800 < 0 Ay <500

Para 0 < C;’< 300 + 500 1a solucién sigue siendo Gptima.
c¢) ;Sale rentable afiadir un ingrediente C?7

El nuevo problema serfa:

Min Z=300-X, +800-X, + 500-X,

S.a.
X, f X, + X, zzool
X, < 80 X,,%,,X;20

X, > 60
X, : kg. de ingrediente C en la mezcla.
Se trata tinicamente de estudiar el valor

Zg-Co=C,-B -3,

Siendo: T, =(0, 300, 800)

Y Y4 Y7

1 -1 -1 .
- De la diltima tabla de 1a 1* fase.
B7=10 1 0

1 -1 0

lml 1 -1 -1} (1) (1
a,=0|; ;=B 'az=/0 1 0]]0]|=|0

[OJ 1 -1 010 1
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R
Zs - Cg = [0, 300, 800],[0 1 0 |{0[-500=300> 0; Si sale rentable.
1 -1 OHOJ

Incorporamos esta variable a la tabla épgma anterior y calculamos la nueva solu-
cién del problema.

I.a nueva tabla seria:

X, X, X3 X, X5 Xg LD
Z 0 0 -800 -500 0 300 | 120.000
X5 0 0 -1 -1 1 1 60
X, 1 0 0 1 0 0 80
X, 0 1 -1 -1 0 1 120

X, X, X, X, X5 Xg LD
Z 0 0 -500 -200 2300 0 | 102.000
Xg 0 0 -1 -1 1 1 60
X, 1 0 1 0 0 80
X, 0 1 0 1 0 60

X; =80 kg. de A
X, =60kg.de B
X5 =60 kg. de C
Z =102.000 pts

Esta solucion es mejor, en cuanto a que se disminuyen los costes.
d) Limitacién de antioxidante presente. Se trata de afiadir otra restriccion y com-
probar si ésta es vinculante o no.
10X, +3-X, <6200
- X, =80

' . 120 <6
Con X2=120} = 10-80 + 3-120 £ 6-:200

1160 <1200

Se cumple la desigualdad, luego nuestro proceso estd dentro de la ley y no es nece-
sario cambiar la composicién de la mezcla.

48
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PROBLEMA 6

El encargado de un almacén de pescados ha recibido esta mafiana un contingente
de pescado fresco compuesto por 200 kg de merluza, 800 kg de mero y 150 kg de
calamar. Estas cantidades se emplearan para preparar una serie de productos que se
venderan directamente al publico. Estos productos son: croquetas de pescado, pud-
ding de pescado y delicias marineras. Por experiencia se sabe que la demanda de cada
tipo de producto de pescado excede la existencia del almacén. Las croquetas de pes-
cado deben contener 20% de merluza y 50% de mero (en peso); el pudding debe
incluir 50% de mero y 20% de calamares; y las delicias marineras incluyen 10% de
merluza, 40% de mero y 30% de calamares. El resto de cada producto lo constituye
un relleno barato, no de pescado, del cual el almacén tiene una cantidad ilimitada.
Normalmente la cantidad de cada producto. que se prepara obedece a razones de
maximizacién de beneficios, pero hoy, debido a que se ha estropeado el frigorifico, el
jefe del almacén se plantea que la prioridad consiste en minimizar la cantidad de pes-
cado que permanezca en el almacén tras haber elaborado los productos. En estas cir-
cupstancias:

a) ¢ Cudntos kg de los tres productos deben prepararse?

b) Con el mismo objetivo del apartado anterior calcular cudntos kg de cada pro-
ducto deben prepararse si el encargado del almacén descubre que tiene que
rechazar 300 kg de mero del distribuidor por no tener el tamafio minimo para
ser procesados por las maquinas.

SOLUCION:
Disponibilidades: Composicién de los productos:
200 kg. Merluza Croquetas —» 20-50-0
800 kg. Mero Pudding ——» 0-50-20
150 kg. Calamares Delicias ——» 10-40-30

a) Llamando: J

X, = Kg. croquetas
X, =Kg. Pudding
X5 = Kg. Delicias

La funcién de produccion serfa:
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20 10 50 50 40
Min Z = (200— X - X] (800 X e Xy —

100 100 100 100 100
20 30
X

+(150 100 X, - ()0 3) .
S.a.
20 10 ]
—. —. X, €200
100 X s 1‘%) 3
50 0 : ,
ﬁ- I+ ]_6‘0"X2 +1T'“5 X3 <800¢ XI’XZ’X3 =20

20 30

—. —. X, <150

100 X 100 J

Expresando el problema de forma estdndar:

- Min Z=(200-02- X, —01- X,) +(800-05- X, —05- X, -04- X,) +
+ (150-02-X, -03- X,) =1150-07- X, - 07- X, —08- X,

2-X, + X, +X, =2.000|
5.X,+5-X, +4-X,  +X, =8000 ¢ X,20(j=1.6)
2-X,+3-X, +X, =1500

Aplicando el algoritmo Simplex:

}2 0110 0}
A=5 54010 B=|a, a, a|:N=la, &, @)
Lo 2300 1J

IXA‘l 2,000
X,=1X,t=B"'-b=18000{;X,=0
leJ 1500

Los valores de la fila cero para la primera tabla Simplex son:

C,=(0, 0, 0); z=C,-B'-b=0

Z,-C, =Cy-B™-a,—¢=07
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Z,-C, =07

Z,-Cy =08

La primera tabla queda:

Xy X, X, X, X X LD
Z 07 07 0’8 0 0 0 0
X, 2 0 1 0 0 2.000
X5 5 0 1 0 8.000
X 0 2 0 0 1 1.500
2, -Cy=2Z;-C53=08>0;k=3
X, = Min[ 2.(100, 8.(3190, 15300)= 500 }%
Las siguientes tablas obtenidas aplicando el método Simplex son:
X, X, X, X, X5 X¢ LD
Z 7710 1/6 0 0 0 -4/15 -400
Xy 2 -2/3 0 1 0 -1/3 1.500
X5 5 /3 0 0 1 -4/3 6.000
X3 0 2/3 1 0 0 1/3 500
X, X, X3 Xy X5 X6 LD
z 0 2/5 0 -7/20 0 -3720 -925
Xy 1 -1/3 0 172 0 -1/6 750
X5 0 4 0 -5/2 1 -172 2.250
X3 0 2/3 1 0 0 1/3 500
Xy X, X; 1. Xg X5 X¢ LD
V4 0 0 0 -1/10 ~1/10 -1/10 -1.150
X, 1 0 0 7/24 1/12 -5/24 1.875/2
X, 0 1 0 -5/8 1/4 -1/8 1.125/2
X3 0 0 1 5/12 -1/6 5/12 125
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Solucién 6ptima

X,= =937'5 kg de croquetas

X,= = 562'5 kg de pudding -

X3= 125 kg de delicias

Z =1.150 - 1.150 = 0 — Se aprovecha todo el pescado

b) Si la cantidad de mero pasa de 800 a 500 kg se modifica el vector de lado dere-
cho. El problema se resuelve mediante un andlisis de sensibilidad del vector de lado
derecho. Cambia la funcién objetivo Z, pero solo la constante, por lo cual no afecta

al problema, la nueva Z serfa:

Z=850-0"7X,-07X,-08 X,

Como en este problema se hizo una racionalizacién de los Denominadores y el
vector de lado derecho se multiplic6 por 10 implica que nuestro nuevo vector de lado

derecho es:

IS

Zz

- 52

=b+B" -AE=[562'5—750J=[—187'

2.oool Jz.oool ' J 0
b'=15.000 Sib =18.0007= Ab =1-3.000

1500 , [1500 J [ 0

Por tanto, los nuevos valores de las variables basicas E 'quedan:

IS
]

'=b+B~ - Ab
(% % %I o 1
E“‘-AE:bf z ;/fJ-It—&(())ooJ; —750J

1

{937'5— 2501 [ 6875

<« Se rompe la factibilidad primal
125+ 500 J

625
( —250

+C,-B™ - Ab =-1150+(-07 -07 —0'8)-L~750 J:—sso

500
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Como se mantiene la factibilidad dual (todos los Z; - C; < 0) se resuclve median-

te el método Simplex Dual.

Sustituyendo los valores obtenidos en la columna de lado derecho de la tabla opti-

ma, nuestra nueva tabla seria:

X, X, X3 Xy Xs X LD
Z 0 0 0 -1/10 -1/10 -1/10 -850
Xy 1 0 0 724 1712 -5124 687’5
X5 0 1 0 -5/8 1/4 -1/8 -187°5
X3 0 0 1 5/12 -1/6 5/12 625
Para elegir elemento de pivote utilizamos la expresion:
Z —C Z.—C,
——"= Min( —y, <0]
yrk jeR yrlc
i B Min{;lfo : _%0} _o16=2=C
Yk -% % Yo
El pivote es -5/8; la siguiente tabla queda:
Xy X, X, X, Xs X¢ LD
y/ 0 -4/25 0 0 -7/50 -2/25 -820
X, 1 7715 0 0 1/5 -4/15 600
X4 0 -8/15 0 1 -2/5 1/5 300
X3 0 2/3 1 0 0 1/3 500

La solucién es 6ptima factible.
X,= 600 kg de croquetas
X,= 0 kg de pudding

X;= 500 kg de delicias -

Sobran 850 - 820 = 30 kg de pescado que, concretamente, corresponden a la mer-

luza. ‘

Se puede ver de donde sobran analizando las restricciones, ya que X,=30 Kg (una
vez se ha dividido entre 10 puesto que se habfa multiplicado antes las restricciones

por dicho niimero) y corresponde a la restriccién de merluza.
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PROBLEMA 7

Una empresa de exportacion de frutas posee los medios para recolectar y empa-
quetar tres tipos diferentes de productos frutales (1, 2 y 3), contando para ello con una
disponibilidad total de 178 horas-hombre diarias para la recoleccién de frutas y 226
horas-hombre diarias para el empaquetado de ésta. El tiempo requerido (en horas-

hombre) por cada tonelada de cada uno de los tipos de fruta tratados se muestran en
la tabla:

Tipo de fruta h-h por tonelada recolectada h-h por tonelada empaquetada
1 1 4
2 2 1
3 3 5

Conociendo sus propias capacidades, la empresa se plantea incorporarse a una
federacion de exportadores hortofruticulas, que por realizar su trabajo en un mercado
ampliamente regulado por las directrices europeas, impone unas condiciones rigidas
respecto a topes maximos y minimos de cantidad de mercancia que puede ser expor-
tada; si bien es cierto que los beneficios por cada tonelada de fruta exportada por
parte de la federacién son sustancialmente superiores a los logrados cuando las
empresas trabajan aisladamente.

Las condiciones establecidas por la federacmn estipulan que esta empresa habria
de exportar diariamente un minimo de 10 Tm del fruto 1; 5 Tm del fruto 2 y 5 Tm del
fruto 3. Mientras que no podria superar el limite de 50 Tm del fruto 1; 75 Tm del fruto
2,y 50 Tm del fruto 3. Las ganancias ofrecidas por la federacion son de 8 u.m. por
cada tonelada del fruto 1 exportada, 12 u.m. y 10 u.m. por cada tonelada para los fru-
tos 2 y 3 respectivamente.

Supuesto la empresa acepta incorporarse con estas condiciones a la federacion
hortofruticola:

a) ;Cudntas toneladas diarias de cada tipo de fruta habria de exportar para maxi-
mizar sus ganancias?

b) ;Cudnto se estarfa dispuesto a pagar por cada hora-hombre adicional tanto en
la recoleccidn como en el empaquetado? ;Cudl podria ser la causa por la que se
ha de retribuir més la hora-hombre en una actividad que en la otra?

c¢) Supuesto se produce una carencia de mano de obra para la recoleccién de fruta,
a la direccién de la empresa le gustarfa conocer cudl serfa la disminucién maxi-
ma diaria de mano de obra de recoleccion que le permitiria mantener su siste-
ma productivo invariable.
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SOLUCION:

a) Llamando X;: Tm del tipo de fruta 1 exportada.
X, Tm del tipo de fruta 2 exportada.
X5: Tm del tipo de fruta 3 exportada.

Sobre la base del enunciado, 1la funcién a maximizar seria:

Max Z=8 X, +12.X, + 10-X;
S.a.

X, +2-X, +3-X, <178
4-X, + X, +5-X, <226

10< X, <50
5<X,<75
5< X, <50

El problema puede ser abordado utilizando el algoritmo Simplex para variables
acotadas. Pasamos el problema a la forma estdndar de minimizacion.

-Min Z=-8-X, -12X,-10-X,
S.a.
X, +2-X, +3-X;+X, =178
4-X, + X, +5-X; +X, =226

10< X, <50
5<X,<75
5< X, <50

Por tratarse de un problema en el que se pretenden maximizar las ganancias pare-
ce légico intentar situar en la cota superior a la variable que mas contribuye al bene-
ficio (la que tiene coeficiente de coste mayor).

. 10 X_X4
1o 1T TEUX,

— — 1 3| _ _ X, 10
XNI:[X]’XB]; N1= 4 5 ;’lle XN1= X, = 5
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XB

X (22
2=C, B b-
Z=C,-B™ b -

R,={z,-¢,=C,- B @,—c,=12

(x,)=05)

=

Entonces Z =0—(8 - X, +10 - X;) 12 - X, = 0~ 130—900 =—1030

La primera tabla serfa:

1
Xy LD
Z 8 -1.030
X3 3
X4 4 86
1: cota inferior
w: cota superior
o, = Max[ng(Zj -c) Max(
JEH .
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Problemas de Programacién Lineal

o, = Max(10, —12)=10>0 = Solucién mejorable.

o, =10; k = 3; X;: variable candidata a enirar en la base

Como k € R, tenemos el caso X, =1, +A,

Aplicando el algoritmo Simplex para variables acotadas:

. (b1 . (3-0 86-0
%=Mm(———:y,-k>0)=Mm(—3 s T )=1
Yix

I<i<m
X, candidata a salir de la base. y,; — Pivote

¥, =0, ya que ;20

Vs =ut;— 1, =50-5=145

A3=Ml.n(71’ Y2 7’3)=Min(1, °;” 45)21

X4 sale de 1a base y entra X3. Pivoteo sobre yj3=3

~ Lacolumna de LD quedaria:

Z=-1.030 - (Z3 - C3)-As = -1.030 - 10-1 = -1.040

(e HoHok s

___.____ ©Del documento. Ins autores. Digitalizacion reafizada por ULPEC, Bibli

X,=5+A,=6 ‘
|
Queda la tably: |
’ |
1 u . 1 :
Xy X, X3 Xy X5 LD
y/ 4’67 533 0 -3’33 0 -1.040
X3 0°33 0°67 1 0’33 0 6
X5 2’33 -2’33 0 -1’67 1 81
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Repitiendo el proceso:
o, = Max(467, -533)=467>0

k=1; ke R,; X, candidata a entrar en la base

-5 81-0 .
6-3 , ————) =3; X, candidata a salir de la base. y,, — Pivote
033 2'33

V= Min(

¥, =co; ya quey, >0

7, =50 —10=40

A=A = Min(3. = 40)=3
X4 sale de la base y se pivotea sobre y;; = 0'33

La columna de LD seria:

Z =-1.060- 4'67-3 =-1.054

X,) (6) (033) 5}
X5“81_2'33'3" 74 )
X1=10+3=13

La nueva tabla quedaria:

u 1 1
Xy X, X3 ). X5 . LD
y/ 0 -4 -14 -8 0 -1.054
Xy 1 2 3 1 0 13
X5 0 <7 -7 -4 : 1 74

Tterando nuevamente:
o, = Max(~8, 4)=4>0

k=2;ke R, ; X, candidata a entrar en la base.

En este caso, Xk = ug - Ag
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b, -1, 74—0‘
7, = Min( 2 Y <0)=————:-10'57
— Y 7
. (us —b, 50-13
Yy = Mm( iy, >0)= S =185
ik
7, =ug-lg=75-5="70

Ay =Min (10'57, 18'5 , 70)=10'57 = ¥,
X5 sale de la base y se pivotea sobre y, , = -7

El nuevo lado derecho (LD) queda:

Z=-1.054-(4-10°57 ) =-1.096'28

(e Jror=(75)

X, =75-1057=64'43

"La nueva tabla quedaria:

© Del documento, los autores. Digitalizacion realizada por ULPGEC. Biblioteca Universitaria, 2008

1 1 1
X, X, X3 X, X5 LD

Z 0 o | -0 -5°63 059 | -1.096728

X, 1 0 1 -0°14 0729 34’14

X, 0 1 1 0’57 -0°14 6443

o, <0= Soluci6én éptima A ‘
X;= 34'14 Tm de fruta tipo1  ~

X, = 64'43 Tm de fruta tipo 2 ‘
X3= 5 Tm de fruta tipo 3 |

Ganancias: 1.096'28 u.m.
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Como X, y X5 son nulos, implica que se utilizan todos los recursos de mano de
obra.

b) El enunciado plantea aqui un problema que se resuelve obteniendo los valores

de las variables duales. Para ello se utilizan los valores de 1a fila cero para las
variables de holgura.

1
Z,—C, =0 a,—c, =0, coz)-( )—O=—5'63

0

. m.
o, =-563|

h -h (recoleccion)
o 0
Z~C=0 s -cs =0, o) | |F0=-059

u.1m.

@, =0 59' h - h (empaquetado)

La empresa estarfa dispuesta a pagar hasta 5'63 u.m. por cada h-h contratada en la
recoleccién y 0'59 u.m. por cada h-h de empaquetado.

La diferencia de estas posibles retribuciones se basa en que al disponerse inicial-
mente de menos horas para la recoleccion, esta restriccién configura el problema més
rigidamente que la restriccién de empaquetado. Si hubiesen mds horas para recolec-
cién sin variar las disponibles para empaquetado el problema se modificard en sus
resultados, creciendo el beneficio en la proporcién 5'63-(horas extras recoleccién).
Mientras que si crecieran las horas disponibles para empaquetado solamente, el bene-
ficio creceria en la forma 0'59-(horas extras empaquetado).

c) Se plantea cudl es el intervalo de variacién para b, sin que cambie la base. Se
trata de un andlisis de sensibilidad en el que se busca el intervalo de valores

para b; que mantiene la Base B = (@, @,) como ptima:

La expresion para el lado derecho es:

X =

B

(S

~B-F-B"-N,-[,-B-N

1 ! 2" I_"—.N2
La expresién que dirige la perturbacién seria (puesto que en el 6ptimo N3 = {0})
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- i 178+ A,
L 226

I
I
|

L
Nl
g
|

I
=

';N

Sustituyendo:

-~ —014 029) (178+A,) (=014 029 (3 1 0 <5)>o
“=los7 —014)\ 226 )7l os7 -014)7\5 0 1) 0'_
Primera ecuacién

24'92-0'14- A, +65 5451520

—0'14- A, +3547>0

—0'14- A, >-35'47

L < 3547 _ 253'36
0'14
Segunda ecuacién

101'46+0'57- A, -31'64-50520
057-A, +64'7720

> ST _ 11363
0'57

Por tanto:
—-113'63< A, £253'36
~113'63+178< b, < 178+253' 36

64'36 < b1 <431'36 (horas-hombre dedicadas a recolecci6én)

Para este intervalo la base actual B = (@;, @,) es 6ptima. Es decir, se seguiran reco-

lectando las 5 Tm. obligatorias de fruta del tipo 3 y una cantidad variable de fruta del
tipo 1 y 2 en funcién de la variacién de disponibilidad de mano de obra de recolec-
cidn. Si se pasa este intervalo una de las variables X; 6 X, saldria de la base.
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PROBLEMA 8

Un grupo empresarial de suministro de electricidad se enfrenta a un problema
derivado del crecimiento en la demanda de energfa eléctrica como consecuencia, fun-
damentalmente de un espectacular auge en el sector turistico, asociado al 16gico con-
sumo de electricidad. Esta situacion se ve agravada porque la empresa no ha
terminado las obras de construccion de una nueva central disefiada, en principio, para
absorber la demanda eléctrica estimada para los préximos 25 afios. Como conse-
cuencia, y dado que las actuales instalaciones s6lo generan suficiente energia eléctri-
ca para satisfacer la demanda de las horas de consumo normal y valle, ha sido
necesario la adquisicién de miquinas de encendido rapido para poder generar la ener-
gia correspondiente a las horas pico que, aproximadamente, coinciden con el horario
laboral matinal habitual. Esta demanda pico, por encima de la normal, se estima en
un total de 180 Mw-h (Megawatios hora). Los citados motores de encendido répido
son tres, procedentes de distintos fabricantes y diferentes especificaciones técnicas.
Asi, el primero, de procedencia nacional, fabricado con el asesoramiento de insignes
ingenieros, puede generar 5 Mw, con un coste estimado de funcionamiento de 40.000
pts 1a hora; el fabricante recomienda que no funcione nunca menos de media hora una
vez haya sido puesto en marcha, con objeto de rentabilizar su funcionamiento, y que
tampoco supere las 5 horas de trabajo, debido a problemas técnicos de disefio, ya que
algunas piezas del motor podrian griparse con un funcionamiento excesivo. El segun-
do motor, fabricado en Taiwan, puede generar hasta 9 Mw, con un coste por hora de

funcionamiento de 64.000 pts; por razones analogas a las del primer motor, no debe
trabajar menos de 1 hora, una vez puesto en marcha, ni mis de 8 horas. Finalmente,
el tercer motor, de procedencia desconocida, puede generar hasta 12 Mw con un coste
por hora de 170.000 pts; de forma similar a los anteriores, no debe estar en funciona-
miento menos de 2 horas ni més de 12 una vez puesto en marcha. Ademés de los con-
dicionamientos anteriores, debe sumarse que estos motores precisan de un elevado
mantenimiento por parte de personal especializado, estimandose que el primero, el de
fabricacion nacional, necesita de la atencién de media hora de técnico especializado
por cada hora de funcionamiento; el segundo motor reduce su necesidad de atencién
a un cuarto de hora por cada hora de funcionamiento; el tercero, afortunadamente,
precisa de menos mantenimiento, por lo que no es necesario la atencién continua del
técnico, no contabilizdndose ésta. Debido a la marcha a otra empresa de uno de los
dos técnicos especializados, y dado que la formacién de un especialista de estas
caracteristicas puede llevar al menos un afio, la empresa debe asignar lo mas eficien-
temente al operario de que dispone. Por acuerdos sindicales, este empleado realiza
solamente una jornada laboral diaria de 5 horas. Con los datos ofrecidos, calcular:

a) ;Cudl es la asignacion de funcionamiento de las distintas mdquinas que mini-

miza el coste de generacion eléctrica diaria con las condiciones mencionadas
anteriormente?
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b) (Cudl podria ser la variacién posible en la disponibilidad diaria de mano de
obra de técnico especializado para mantener la produccion tal como se hallé en
el primer apartado?

¢) ;Cudnto pagaria la empresa en las actuales circunstancias por una hora adicio-
nal de mano de obra? ;Cudl serfa el coste de incrementar en 1 Megawatio-hora
la produccién diaria?

SOLUCION:

a) Llamando:

X, al n° de horas de funcionamiento del motor 1.
X, al n° de horas de funcionamiento del motor 2.
X3 al n° de horas de funcionamiento del motor 3.

El estudio se realiza tomando un dia como base. En funcién del enunciado el pro-
grama lineal que recoge el planteamiento es:

MinZ =40- X, +64X, +170- X,

S.a:

5%, + 9-X, + 12:X, 180

05-X, + 025X,

05<X, <5
1< X, <8
2< X, <12

Se trata de un problema de variables acotadas donde es necesario afiadir una varia-
ble artificial para obtener una base inicial. Se resolverd mediante el método de pena-
lizacién.

MinZ =40-X, + 64X, +170- X, + M - X

S.a:
5%, + 9%, + 122X, - X, + X, = 180
05-X, + 025-X, “ : + X, = 5
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05< X, <5
I<X,<8 X,.X;,X, 20
2< X, <12 :

Dando a M un valor, por ejemplo, de 200 entonces M=200

LLa matriz de restricciones seria:

5 9 12 -1 0 1
Tlo5 025 0 0.1 0

B =[56’ES]  Xp =(X6 ] Xs)

Interesa situar las variables X; y X, en la cota superior ya que son las que menos

contribuyen al coste. La variable X5 tomard posiblemente un valor intermedio en su
margen de factibilidad.

64

XN] :(X3’X4) ; N, :[53’54]

XNQ =(X1’X2) ; ];\'7_2:[‘71"72] ’

Aplicando el algoritmo de variables acotadas:

L 0 20
(MM

Solucién basica factible inicial.

-1 xF 7 AT

A continuacién se calcula los valores de la fila cero.

C, =(Cs.,C;) =(200,0)

_ 5
Z,-C,=C,B™.a-C = (200,0).(0,5)—40= 960
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9
zZ, - C, =(200,0)- 0,25)—64 =1736

‘ 12
Z, - C, =(200,0)- o)" 170 = 2230

-1
Z,-C,=(200,0): )—0=—200

z=C, B 5-(C, B N,-Cy )1, - (G, B W, -C,, ) i,
-1 170
:(2000)( )[2000( )( ”(,0)
5
—{(200,0) (0,5 - } = 36000 — 4460 - 18688 = 12852 -

La primera tabla quedarfa:

u u 1 1
X, X, X, X, Xs X LD
Z 960 1736 2230 -200 0 0 12852
X 5 9 12 -1 0 1 59
X, 0’5 0’25 0 0 1 0 0’5

1: cota inferior
u: cota superior

Aplicando el algoritmo:

o, = Max(2230,-960) = 2230 > 0

Solucién mejorable. ~
K=3,KeR,; X3 candidata a entrar en la base.
bi—Is, —0
V=" = > =4'92
Y13 12
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Xe: candidato a salir de la base.
yi3: posible pivote.

¥, = ;debidoaque y; 20
Vy=u,—L,=12-2=10

Queda:

A, = Min(y, .7, .75 )= Min(492,00,10) =492 = 3,

La variable X, sale de la base y entra X;. Se pivotea sobre y;3 excepto el lado
derecho, que quedarfa:

Z=2Z-A,-0, =12852-2230-4'92 = 1887833
XB é—A3-i3

7 (X)) (1) 4on(©

57\ x,) \os) Lo) 7 los

X,=L+A, ; X,=2+492=692

La tabla, una vez realizada la iteracién queda:

u u 1 1

Xi X, X3 X4 X5 X¢ LD
Z 30783 63’5 0 -14°17 0 -185°83 | 1887833
X3 0’42 0’75 1 -0’083 0 0°083 16’92
X5 0’5 0’25 0 0 0 0’5

Como ¢, =~14'17<0

=> Solucién 6ptima.

El motor 1 debe funcionar 5 horas en las horas pico de demanda
El motor 2 debe funcionar 8 horas en las horas pico de demanda
El motor 3 debe funcionar 6’92 horas en las horas pico de demanda

Como X5 = 0’5 sobra media hora de especialista.

Coste de funcionamiento: Z = 1.887.833 pts.
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b) Se solicita un analisis de sensibilidad en el vector de lado derecho para la
segunda restriccion. La expresion que rige la sensibilidad del lado derecho es:

X,=B"b'-B"-N,-1, -B"'-N,-u,

_ (x;) Joos3 o][ 180 7 [0083 0][-1 1](0
XB“X;'_ 0 1||5+Ab| | 0 1]|0 o]0
0083 0[5 9 71(5) (1494 (8051) ( 692
Lo 105 025/18) \5+Ak,) | 45 ) 05+Ap,

Se tiene que cumplir que:

X', =05+Ab, >0
Ab, =05

Dado este intervalo, la variacion de b, serfa:

b, + Ab;<b, <b, + Ab}

5-0°5<by< oo
#5<b<®

El especialista debe estar disponible al menos cuatro horas y media al dia, resul-
tado previsible dado el valor de la variable X5 obtenido en el apartado anterior.
Aunque se dispusiese de mano de obra ilimitada la asignacién del apartado a) se man-
tendrd ya que b’y <

¢) Se solicita en este apartado un andlisis de las variables duales.

El coste de una hora adicional de mano de obra seria:

0 —
E‘:s=(]; Z5—C5=CBB_ICT5—C5
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Sustituyendo:

ma

0
0=(w, ,wz)-(l)—o : w, =0 pts./ h-h adiciorial,

-

Resultado 16gico, ya que 1a variable de holgura X5 resulté positiva en la tabla 6pti-
. No obstante, a efectos reales la empresa debe plantearse la necesidad de formar

a ofro técnico para posibles contingencias, dado que el técnico disponible puede fallar
por cualquier motivo (enfermedad, vacaciones...)

68

El coste de generar 1 Mw-h adicional serfa:

7, =‘(_01] L Z,-C,=(w, ,wz)-(—ol)_-o

~14'17 = —w,; Multiplicado por 1.000 debido a que origi-
nalmente la funcidn objetivo se dividié por dicho valor

w, =14.170 pts./ Mw-h

Es decir, el coste total de producir 1 Mw-h adicional supone 14.170 pts.
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PROBLEMA 9

Una fébrica se dedica a la produccién y venta de electrodomésticos, ofertando en
estos momentos tres productos: neveras, microondas y lavadoras, que puede vender
a 80.000, 40.000 y 60.000 pesetas respectivamente. En el proceso productivo se dis-
pone en fabrica de dos tipos diferentes de técnicos (A y B). Los primeros, de tipo A,
se encargardn del montaje de los electrodomésticos, mientras que los segundos, los
de tipo B, lo hardn de la puesta a punto, entendiendo como tal las labores de ajuste de
temperatura, revision de circuitos y perfeccionamiento. La relacién de horas-hombre
necesarias por cada uno de los tipos de técnicos para realizar su misién en cada uno
de los electrodomésticos con los que trabaja la fabrica vienen expresados en la
siguiente tabla:

Técnico Tipo A Técnico Tipo B
Nevera 4 2
Microondas 1 1
Lavadora 3 2

La disponibilidad de horas diarias de estos técnicos alcanza un maximo de 180
horas para los de tipo A y de 200 horas para los técnicos de tipo B. Por otra parte, y
por razones de competencia, el nimero total de electrodomésticos fabricados diaria-
mente habra de ser como minimo de 40.

a) Estudiar como habria de ser la fabricacién 6ptima para maximizar los ingresos.

b) Estudiar cuéles son los margenes de variabilidad que puede tener el vector de
lado derecho sin que se modifique la base éptima segiin se determiné en el
apartado a).

SOLUCION:
a) Llamando:
X,: Cantidad de neveras a fabricar diariamente.
X,: Cantidad de microondas a fabricar diariamente.

X;: Cantidad de lavadoras a fabricar diariamente.

El programa lineal que corresponde al enunciado es el siguiente:

MaxZ =80-X, +40-X, +60- X,
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S.a:
4-X, + X, + 3-X, £ 180
2-X, + X, + 2:X; < 200
X + X, + X, = 40

X1,X2,X320
Pasando el problema a la forma estdndar de minimizacién.

—~MinZ=-80-X,-40-X,-60- X, + X,

S.a:
4-X, + X, + 3-X, + X, = 180
2-X, + X, + 2-X, + X5 = 200
X+ X, + X, ’ - X, + X, = 40
X, (j=1.7)20

X5: variable artificial

Se ha afiadido una variable artificial (X)) que se incluye en la funcién objetivo con
coeficiente M=1 para intentar reducirla mediante el método de penalizacion.

La matriz de restricciones y los valores de las variables basicas inicialmente son:

41310 0 0
A=[2 1201 0 0;B=I=|a.a&.a ]
11100 -11 '
x,) (180
X,=B"b=|X,|=|200{; C,=(0,0,1)
x,) |40

Los elementos de la fila cero para la primera tabla Simplex quedan:

4
. Z,-C =C,-B @ -C,=(0,0,1)-| 2 |-(-80) =81
1
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180} -
200 | =40
40

=(0,o,1)-[

La primera tabla queda:
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Solucién éptima
En la tabla de resultados anterior, podemos deducir los siguientes puntos:

De los tres productos posibles nos quedamios sélo con X, (EI microondas), que
serd el tnico que fabriquemos. De este electrodoméstico produciremos 180 unidades
diarias. De los otros no produciremos nada.

X1=0
X,=180
X3=0

Por otro lado, analizando las variables de holgura que habfamos situado en las res-
tricciones, observamos que la primera restriccion no tendrd holgura, mientras que la
segunda y la tercera si.

X4=O
X5:20
X6= 140

Estos valores se podran interpretar en el sentido de que nos sobrardn 20 horas dia-
rias de técnico B, y a su vez que cumpliremos la tercera restriccién con una holgura
de 140 unidades.

Por otro lado, los beneficios obtenidos con este esquema de produccién serdn de
7,200.000 pesetas.

Esta cantidad se obtiene de multiplicar los 180 microondas por el precio (40000)
de cada uno en el mercado.

El resultado obtenido es ciertamente curioso, ya que al principio se podia haber pen-
sado que al ser el microondas el producto mds barato de todos, serfa éste el producto
que mds claramente no iba a ser fabricado. Sin embargo, si nos fijamos en las restric-
ciones, observamos que es éste el producto que menos horas requiere por parte de los
técnicos, y por ser estas horas el bien mds querido de la empresa (a tenor de las fuertes
restricciones a las que estd sometido) se concluye que para los coeficientes de costes y
disponibilidades actuales, estos son los patrones de produccién mds adecuados.

A continuacién, y con los andlisis de sensibilidad, iremos observando hasta qué
punto la modificacién en los datos iniciales podrd o no ir variando estos resultados.

b) Andlisis de sensibilidad para el vector de lado derecho original. Se trata de estu-
diar cudnto pueden variar las disponibilidades de técnicos de fabricacién y los
limites minimos y méximos de fabricacién de tal forma que se mantenga la
base 6ptima hallada en el apartado a). Es decir, manteniendo sélo la fabrica-
cion del microondas.

72

itn realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2008

. los autores. Digitali

©Del



Problemas de Programacion Lineal

En primer lugar se estudia la variabilidad de los técnicos de tipo A.

b, — b, =b, + Ab,

Para mantener la factibilidad se ha de cumplir que b >0

: b, + Ab,

F=B"-b ; b=B'F ; b'=B" b

b,
donde:
b;=180
b2=200
b3=40

La base inversa actual obtenida de la Tabla Simplex 6ptima es:

1 0 -1
B =|-1 1 0 |=[54.5.3]
1 0 0 |

Que corresponde a los valores de los vectores columna situados debajo de las

variables bésicas iniciales del problema.

Sustituyendo:
1 0 —1]180+ Ab,
b'=B7b'=|-11 0 200 (=0
1 0 0 40
Operando:

180+Ab, —4020  ; Ab, 2-140
~180—Ab, +20020 ; Ab <20
180+Ab, 20  ; Ab>-180

De las tres expresiones las més restrictivas son:

~140< Ab, <20
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Por tanto, la variabilidad de ', quedaria:

180+ Ab7 <b, <180+ Ab;
40< b, <200 .

El intervalo de valores para ¥, en el andlisis de sensibilidad estard entre 40 y 200,
siendo su valor original 180.

Mientras se mantenga en ese intervalo la base seguira siendo 6ptima, aunque los
beneficios disminuirdn o aumentardn, ya que variard la cantidad de X, a producir.

Sin embargo, por debajo de los 40 obtendremos una solucién no factible (por ser
incompatible con la restriccién 3), y por encima de los 200 ya no seria €sta la base
Gptima porque el principal cuello de botella del proceso productivo (los técnicos tipo
A) dejarfa de serlo para ocupar su lugar el otro factor productivo.

Calcularemos ahora la variabilidad de b,.

b, > b, =b, + Ab,

b,
b'=B'b'20; b =B -|b,+Ab, |20
: b,
Sustituyendo y operando:
1 0 -1 180
b'=|-1 1 0 [-]200+Ab, |>0
1 0 O 40
180-40=0
—180+200+ Ab, 20 ; Ab, =2-20
180=0 '

De las tres expresiones anteriores deducimos que:

—20< Ab, <o
Quedando, por tanto la variabilidad de b’; como:

200+ Ab; < b, <200+ Aby
180<h, <
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Vamos a analizar b, cuyo valor original es 200. El intervalo de valores estard entre
180 e infinito.

La raz6n se encuentra en que en estos momentos la segunda restriccion tiene una
holgura de 20 horas del técnico tipo A. Es decir, a la solucién en estos momentos
planteada le estdn sobrando esas 20 horas.

Pero si P, tomase un valor menor de 180, entonces la solucién cambiaria, ya que
entonces no podria fabricar 180 microondas, sino menos, lo cual también influiria en
el beneficio, y la base 6ptima ya no tendrfa por qué ser la misma (es decir X, ya no
tendrfa por qué ser el dnico producto fabricado).

Ademds, si en un momento dado la produccion baja de los 40 electrodomésticos,
tendrfamos una solucion no factible.

En cuanto a la cota superior, podemos ver que no hay nada que impida que aumen-
te indefinidamente, pues lo tinico que conseguiremos serd que la restriccion tenga una
mayor holgura.

Finalmente, se estudiard el intervalo de variacion de bs.

by — b, =b, + Ab;

Sustituyendo y operando:

1 0 -1 180
b'=|-1 1 01|/ 200 |20
1 0 0] \40+Ap,

180-40—Ab, 20 ; Ab, <140

—-180+200=0
180=0

De las tres expresiones anteriores deducimos que:
—~ oo < Ab, 140 T
Quedando entonces la variabilidad de b’; como:

40+ Ab; <b, <40+ Aby
— o < b, <180
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Ahora analizaremos b5, cuyo intervalo resulta entre menos infinito (aunque en tér-
minos reales serd cero porque no puede fabricarse negativamente) y 180. Parece claro
que como la restriccién nos dice que el total de productos debe ser mayor que 40 y al
final el éptimo es 180, cualquier 5 que no pase de 180 no afectard para nada al pro-
blema (ya que la holgura de la restriccion es dé 140).

Sin embargo, si &5 es mayor de 180, tendremos entonces un problema no factible,
al no permitirlo la primera restriccion.
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PROBLEMA 10

Una empresa se dedica a fabricar tubos de PVC para su uso en fontanerfa. En la
actualidad, su gama de productos se reduce a. tres tipos de tubos con caracteristicas
diferentes y que se venden a precios distintos. La fabricacion consiste en dos etapas
muy sencillas en las que se ha de someter a cada tipo de tubo a un proceso de inyec-
ciény a otro de pulido. Las unidades de fabricacién se miden por hectémetros. Cada
Hm de tubo tipo 1 genera unos beneficios de 10.000 pesetas, el de tipo 2 implica
12.000 pesetas, mientras que los del tipo 3 producen unos beneficios de 7.000 pese-
tas. La tabla muestra las horas que necesita cada Hm producido en cada uno de los
dos procesos a los que se somete al PVC para producir los tubos; también ofrece las
disponibilidades mdximas de funcionamiento mensual de cada uno de los trenes de

magquinaria.

Horas necesarias por cada Hm de tubo producido
Disponibilidades
Tubo 1 Tubo 2 Tubo 3 maximas de
horas mensuales
Pulido 14 8 5 110
Inyeccién 22 17 1 250

Con los datos ofrecidos, calcular:

a) Los hectometros a fabricar mensualmente de cada uno de los tipos de tubo con
objeto de maximizar los beneficios

b) Los hectémetros a fabricar mensualmente de cada uno de los tipos de tubo con
objeto de maximizar los beneficios suponiendo que se introducen cambios en
las maquinas de fabricacién, que permiten que el tubo de tipo 2 no necesite
pasar por el proceso de pulido pero, sin embargo, necesite 18 horas de inyec-
cién por cada hectémetro producido.

~

SOLUCION:
a) Llamando:

X;: Hm de tubo 1 fabricado mensuaimente.
X,: Hm de tubo 2 fabricado mensualmente.
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En funcién del enunciado, el planteamiento quedaria:

MaxZ=10-X,+12-X, +7- X,

S.ar
4.-X + 88X, + 5-X;, £ 110
22-X, + 17-X, + X, < 250

Xi,X,X320

Pasando a la forma estidndar de minimizacién:
-MinZ=-10-X,-12X,-7-X,

S.a:

4.X, + 88X, + 5-X; + X,
22-X, + 17-X, + X, +

Xi,X0,X3,X4,X520

Variables bésicas y no basicas:

_ 114 8 51 0
A= ;
22 17 1 0 1

)
P X,) (110 % X‘ .
B_X'S—ZSO’N_XZ_
. 3

Valores de la fila cero para la primera tabla:

S

:[ax4,aX5]

N N N
| I
an
o
N w(')[
]
kR
R
|
a
il
=)

w

|
e

il

~] =

It

110
250
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La primera tabla queda:

X, X, X3 X, X5 LD
Z 10 12 7 0 0 0
X, 14 8 5 1 0 110
X; 22 17 1 0 1 250

Aplicando el algoritmo Simplex.
Z,—Cy = A]_ng(zj ~C))=2,-C,=12
K=2 ; X, entraenla base.

b, (110 250 b
X, = Mm(;'— DVa > 0) = Min(-*-— , -—*—) =1375==L
Isism\ Yy 8 17 Y12

X4 sale de 1a base. Pivote: yio

Tras el pivoteo, 1a nueva tabla queda:

X, X, X; X, X5 LD
7 a1 0 B) 3 0 165
X, I I (TP Sy Ry 0 55/4
Xs B4 0 Rer 778 Peelis 1 65/4

Solucién 6ptima:

Z = 165.000 pesetas de beneficios mensuales
X; = 0 No se fabrica tubo tipg 1

X, = 55/4 = 13’75 Hm del tubo tipo 2

X3 =0 No se fabrica tubo tipo 3

b) Al producirse un cambio en los coeficientes tecnolégicos significa que la matriz

de restricciones cambia. Estamos ante un caso de sensibilidad sobre la matriz
de restricciones.
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8 0
Actualmente a, = ( 17) ; tras el cambio @, = ( 1 8)

/78 0 0
T = -1 -_' = - =
Por tanto, y, =B~ -a, (—17/8 ' 1] (;()8) (18]

.= = . 0
(z,-C,)=C,-B"-a,~C, =(—12,0)-(18)— (-12)=12
y;2 =0; la base actual deja de generar el espacio vectorial correspondiente. Es

. ‘ I
necesario introducir una variable artificial (Xg) con Z, —C, =0; y, = ( O)

La variable artificial X4 tomard categoria de variable bésica y pasard a ocupar la
posicion de X, que ha dejado de ser bésica, quedando la tabla Simplex:

X, X, X X, X, Xq LD
Z | - 12 . B 3 0 165
X | 74 0 58 18 1 55/4
Xs | 314 18 7718 1758 0 65/4

Con la funcién objetivo: (Para resolver el problema utilizando el método de pena-
lizacién dado que es necesario eliminar la variable artificial introducida)

-MinZ=-10-X,-12X,-7-X;+ M- X,

Con M=1 es suficiente para penalizar la variable artificial.

Por tratarse X, de una variable bdsica significa que es necesario hacer también un
andlisis de sensibilidad para el vector de costes con un cambio desde Cg=0 (valor ini-

cial) a C4=1 (valor con M=1).

La regla de sensibilidad para la fila cero es:

(Zj—Ci)'z (Z].~'Cj)+Ath-ytj’Paratodo j#K;conk1=6
. yt=

Donde:
Acy, =1-0=1
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La nueva fila cero quedaria:

X, X, X, X, X X LD
Z -37/4 12 1/8 -11/8 0 0 -605/4
Xe /4 0 5/8 1/8 1 55/4
Xs | -31/4 18 7718 -17/8 0 65/4
X, entra en la base y sale X5. Pivote: y,,
Iterando sucesivamente segtin el algoritmo Simplex.
Xy X, X3 Xy X5 Xs LD
Z -49/12 157124 1724 -2/3 0 -1945/12
X 7/4 5/8 1/8 0 55/4
X, -31/72 -77/144 -17/144 1/18 0 65/72
X, X, X3 Xy X5 X LD
VA -22°4 0 0 -1°27 -0’67 -10°47 -306
X3 2’8 1 02 0 1’6 22
Xy 1’16 1 0 -0°003 0’06 0’91 12°67

Solucién 6ptima:

X; = 0 Hm. No se fabrica tubo tipo 1

X, =12°67 Hm fabricados del tubo tipo 2
X3 = 22 Hm fabricados del tubo tipo 3

Beneficios 306.000 pts. —» Este proceso ofrece mayores beneficios que el
anterior.

X4y X5 =0 —» Se aprovechan totalmente los recursos.
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PROBLEMA 11

Un conjunto de socios ha decidido introducirse en el mercado de venta de pro-
ductos gaseosos derivados del petr6leo para consumo hotelero y de grandes talleres
mecanicos. Inicialmente se plantean comercializar tres productos: gas-A, gas-B y
gas-C. Tras estudiar detenidamente el proceso de almacenaje y distribucion, partien-
do ademas de experiencias de otras empresas similares, obtienen como datos los
siguientes: '

Horas-hombre necesarias para la distribucion por cada tonelada de los respectivos gases:

Gas-A: 2
Gas-B: 7
Gas-C: 4

Metros clibicos necesarios para almacenar una tonelada de los diversos gases considerados:

Gas-A: 3
Gas-B: 3
Gas-C: 5

En el caso particular de esta sociedad, los costes en que van a incurrir por cada
tonelada de gas distribuida ascienden a 10.000 pts en el caso del gas-A, 12.000 pts
para el gas-B y 30.000 pts para el gas-C. La inversion realizada exige que, al menos,
se aprovechen las 100 horas diarias de mano de obra disponible (ampliables facil-
mente) y los 70 m® que, diariamente, pueden transportar los vehiculos adquiridos
(también facilmente ampliable la capacidad).

Dada las relaciones de estos accionistas con otras empresas ya instaladas se ha lle-
gado al acuerdo de operar por cuotas, permiti€éndose que se pueda distribuir un méxi-
mo diario de 25 toneladas de gas-A y 30 toneladas de gas-B; la distribucién de gas-C
no estd limitada por ningtin acuerdo. Sin embargo, el trato obliga a distribuir un mini-
mo diario de 5 toneladas de gas-A y 11 de gas-B.

Con el objetivo de minimizar los costes de operacidén calcular:

a) Cantidad de toneladas de los distintos gases que deben distribuirse diariamente
(utilizar para obtener una solucién inicial del problema el método de dos fases).

b) El rango de variabilidad del coste unitario del gas-A que garantiza la no varia-
cién de la solucion éptima obtenida.
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SOLUCION:

a) Llamando:
X;: Tm de gas-A distribuidas diariamente.
X,: Tm de gas-B distribuidas diariamente.

X;: Tm de gas-C distribuidas diariamente.

En funcién del enunciado el planteamiento del problema serfa:

MinZ=10-X,+12-X, +30- X,

S.a:
2-X, + 7-X, + 4-X, 2 100
3-X, + 3X, + 5X, 2 70
5=X,=25 0

>
11=<X,<30 X,z

Expresando el problema en forma estindar de minimizacién para aplicar el
Meétodo Simplex para variables acotadas:

MinZ=10-X,+12-X,+30- X,

S.é:

2.X, + 71X, + 4-X, - X, = 100
3.X, + 3X, + 5X, . - X, = 70
5= X,<25 ¥ x X >0 '
11=<X,=<30 e

Como no tenemos una submatriz identidad para asignarle la funcién de base ini-
cial del problema, afiadimos variables artificiales y las eliminamos mediante el méto-
do de dos fases.

1% Fase:

MinX,=X,+X,
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S.a:

2.>X1 + 7-X, + 4-X, - X, o+ X, - 100
3%, + 3-X, + 5X, "/*Xs + X, = 170
5= X,=<25 Y 0

11=X,<30 Xy, Xy X5, X, X7 2

Xe» X7: Variables artificiales.

Para resolver esta 1* fase utilizamos el método Simplex para variables acotadas.
Hacemos un primer tanteo para asignar variables a sus cotas inferiores o superiores.

EEI_:[C_‘M@]
X, (11
— _ |X,] |0
N,:[az,a3,c74,a5],XNl=ZN1= Xz =l
A X, 0

Hemos situado a la variable X; en su cota superior por ser la que menor coste aso-
ciado tiene. Las demds variables las asignamos a su cota inferior.

Comprobamos si es factible el valor de las variables bésicas.

— X — - = — _ _
XB=[ 6]=B "b-B"-N,-l, -B"N,-ii,, =

1

_(100) [7 4 -1 0710 (2} . (=27) &
70 )13 5.0 -1]|0] (3 -38
0 .

Solucion no factible. Esta solucién si es factible para el problema original, pero
como hemos afiadido variables artificiales hemos cambiado el problema inicial, de
ahf la necesidad de eliminar las variables artificiales para mantener el problema como
estaba al principio. Realizamos una segunda asignacién y tanteamos:

[y

=1 =[E6’(77]

S
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X, 5
X, 11
N, =[‘71’52"73’ 54:‘75]§ X—NI =Z_N1 =| X;|=|0
X, 0
X 0

Comprobamos la factibilidad de las variables basicas.

5
’ , 11
(X)) (100Y 2 7 4 -1 07| | (13\_=
XB= = — ° 0 = 20
X, ) \70 )13 35 0 -1} | |22
0 .

Solucién factible. Esta asignacion es valida.

El valor de la funcién objetivo X es:

X,=C, -B"-b-(C,-B"-N,-C, )1, ~(C, B -N,-C,, ), =

| :(1,1).[170;’)_{(1,1).[5 ; : ‘01 _OJ—(O 000 o)}.

=(170)—-|(5 10 9 ~1 -1):

Los demads elementos de la fila cero quedan:

o (2
z,-C,=C,B" 7~ =(1,1)-(3)—0=5
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Z,-C,=10
Z,-Cy= 9
zZ,—-C, =
Z;-Cs =~ .
Con los valores obtenidos formamos la 1* tabla.
1 1 1 1 1
X, X, X, X, Xs X¢ | Xy LD
Xo 10 9 -1 -1 0 0 35
X, 7 -1 0 1 0 13
X 0 -1 0 1 22

1: cota inferior

u: cota superior

realiza un pivoteo sobre el término yq, =

S€

86

Aplicando el algoritmo para variables acotadas:

a, —Max[Max(Z -¢,): %%x(cj—zj)}

JjeR,

= Max (5,10, 9, —1,~1)=10> 0 ; Solucién mejorable.

a =2,-C,; K=2;KeR ; X, variable candidata a entrar en la base.

13-0 22—0)_&_17;—%

= Mi i) P
n ’"(7 3 )T Ty,

Xg: variable candidata a salir de la base.
y12: posible pivote.

y, =0 debidoaque ¥, >0

¥, =u,—1,=30-11=19

, . (13 13 '
Por tanto, A, = Mm(j/1 72 ,]/3)= Min ~;—,00,19 == %

X, desciende hasta su cota inferior saliendo de la base. En su lugar entra X,. Se
7 excepto la columna de lado derecho que

calcula aparte.

ion realizada por ULPGC. Biblinteca Universitaria, 2006

los autores. Digitali

©Del



Problemas de Programacién Lineal

. . = 13) 115
X0=X—(Xk-A',C=X—(Zz~A2235—(10-7)=~;7— =16'43
B L S (W AR ER

BT\ x, ) T2 T 2T T 00 )7 3) 7 Tliews
13 90
X2=12+A2=11+77"=—7—=12'86

Tras realizar un pivoteo y sustituir valores queda la tabla:

1 1 1 1 1

X4 X, X3 X4 X5 Xs X LD
X0 2’14 0 3°28 0’43 -1 -1’43 0 16°43
X, 0’28 1 0°57 -0’14 0 0’14 0 12’86
X 2’14 0 328 0’43 -1 -0’43 1 16’43

I: cota inferior
u: cota superior

Repitiendo el proceso:

o, = Max (2114, 328, 043, —1, —143)=328>0
Solucién mejorable. o, =Z,-C, ; K=3; K€ R,

X5 variable candidata a entrar en la base.

12’8611 1643-0 b ~1,
= Mi , =325 =——"t
ti ‘”( 057 ' 328 j , Vo

X,: variable candidata a salir de la base.
y13: posible pivote.

y, =oo debido aque ¥, >0

Vs = U ~—l3 =c0o—0)=o0

Entonces, A, = Min(325,00,00)=325=,

X, desciende hasta su cota inferior y sale de la base; en su lugar entra la variable X;.
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Se pivotea sobre el elemento y,3=0’57 excepto la columna de lado derecho que se

actualiza aparte.

X, =X -0, -A, =1643-(328-325)=577

X

X,

—

(%) ~ _[1286) (057 (11
5=\ x, ) T2 P T1643 ) (328 ) 7 0T 577

=L+A; =04+325=325

La nueva tabla queda:

)

1 1 1 1 1

X, X, X, X, X5 X¢ | Xg LD
X, | 053 | 575 0 1724 1| 224 o 577
X; | 049 | 175 1 -0°24 0 024 325
X, | 053 | 575 0 124 | a1 577

88

Aplicando nuevamente el algoritmo:

a, = Max(0'53,— 575,124,-1,— 2'24) =124>0
Solucién mejorable.

o,=2,-C,; K=4,Ke R,

X,: variable candidata a entrar en la base.

"y b, -1
g 57120 s bl
124 Vs

X7 \)ariable candidata a salir dé la base.
y24: posible pivote. ' '

00 =325
024

V=

y4_=u4—l4:oo—0=oo

Por tanto, A, =M in()/1 NS )= Min(4’65,oo,<>o)= 4'65.
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X, desciende hasta su cota inferior y sale de 1a base, en su lugar entre X,. Se rea-
liza un pivoteo sobre el término y,,=1’24, excepto para la columna de lado derecho
que se actualiza aparte.

X, =X -0, -A, =577-(124-465)= 0004 =0

_ X.) ., — 325 (~024 4'37
X =|"*l=b-y, -A = - -4'65 =

B (X7) 27 (5'77) (1'24) ( 0 )
X,=I0,+A, =0+465=4'65

Tras el pivoteo la nueva tabla es:

1 1 1 1 1

Xy X, X3 Xy X5 Xe X5 LD
Xy 0 0 0 0 0 -1 -1 0
X3 0’59 0’64 1 0 -0'2 0 02 4’37
X4 0’43 -4’64 0 1 -0’81 -1 0’81 4’65

Como ¢, = Max(0, 0, 0, -1, -1)=0 la solucion actual es 6ptima, hemos llegado al
final de 1a 1* fase.

22 Hase:

Una vez eliminadas las variables artificiales de la base, pasaremos a la segunda
fase, en la que la funcién objetivo es la original del problema:

MinZ =10-X, +12X, +30-X,

Se eliminan de la tabla las columnas correspondientes a X4 y X, y se obtiene la
nueva fila cero. Primeramente se identifican las variables bésicas y no bésicas.

X — .
-3 ) a=to0)

89

© Del docurmento, los autores, Digitalizacion realizada por ULPGC. Biblivteca Universitaria, 2008



Javier Osorio Acosta

=[0]
A continuacidn se obtienen los nuevos valores Z; - C;

~ — 059 . ,
Z,-C=C,B".a-C = c,,y1 c, =(36,0)- ouz | 10=77

0'64
Z,-C,=C,5,— C2~(300)( 64]—12:7‘2

(300)( 02 ] 30=-36

Z,—C;=C;3
5 5 B y 5 181
La funcién objetivo tendrd como valor:

Z=10-X,+12X, +30-X, =10-(5)+12-(11)+30-(437)=3131

Por tanto la tabla Simplex queda:

1 1 1

X, X, X3 X, X LD
Z 77 72 0 0 36 313°1
X, 0’59 0’64 02 437
X, 043 464 0 1 -0°81 465

1: cota inferior
u: cota superior

Aplicando nuevamente el algoritmo para variables acotadas:
= Max (17,72, -24)=7"7>0 Solucién mejorable.
=Z,-C;K=1; KekR

La variable X es candidata a entrar en la base.

I _ ' _ b _..l
?’1=Min[437 0 465 0]:7‘41:“ <

059 ° 043 Vi,

La variable X5 es candidata a salir de Ia base. El elemento y;; es posible pivote.
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¥, =oo debidoaque y, >0
¥s=u, ~1, =25-5=20

Entonces, A, = Min(y,,y,.y,)=T41=7,

La variable X5 desciende hasta su cota inferior y sale de la base. En su lugar entra
la variable X;. Se realiza un pivoteo sobre el elemento y;;=0’59 excepto la columna

de lado derecho.

Z=7-a, A, =Z—a, A, =3131-(77-741)=256'04

(X)) s — s — 437Y (059Y .
T = b A =b_J A = - T41=
8 [XJ 2T 2T (4‘65] (0'43]

0 ‘
=(1’46]; X, =l +A, =5+T741=12'41

Tras el pivoteo la tabla queda:

1 1 1
X, X, X3 X, X5 LD
|z 0 1’15 -13°05 0 3339 256°04
X, 1 1°08 1°69 0 0°34 12°41
X, 0 5°11 -0°73 1 -0°66 1°46

1: cota inferior
u: cota superior

d,; = Max(~115,- 13’05,— 3339)= -115<0

Solucién Optima de la 2° fase y de\l problema.

La solucidn es:

X; =12’41 Tm de gas-A a distribuir diariamente.

X,=11 Tm de gas-B a distribuir diariamente.
X;=0 No distribuir gas-C.

91

© Del documenta, los autores. Digitalizacion realizada por ULPGC. Biblinteca Universitaria, 2008



Javier Osorio Acosta

X, =146 Horas de operario hace falta contratar adem4s de las 100 horas dis-
ponibles para que se puedan cumplir las demads restricciones.

X5=0 m?® de volumen sobran en los vehiculos, es decir, se aprovecha toda
la capacidad de éstos. -

7. = 256.043 Pts. de costes diarios en distribucién.

b) Se trata de realizar un andlisis de sensibilidad para conocer el margen posible
de variacién de C, sin que cambie la solucién Sptima.

El vector de costes basicos es: C, = (C’1 , C4)

. L, =
El nuevo vector de costes béasicos serd: C, = (C1 +A ¢ C4)

En nuestro caso, 53' = ((10+ AC1 ),0)

Para que se mantenga la optimalidad de la solucién actual se tiene que cumplir

que:
(z,-C,) <0
(z,-¢,) <0
(z,-C;) <0

-92

Sustituyendo y desarrollando las anteriores expresiones:

(Zz_cz)' =E'B§w1"72“cz =C35,-GC SO

@0+Aqﬁﬁ[ ! }4230

=511
10+A, ~1250 5 Ag <2
(z,-¢C,) =G, 7,-C, <0

10+A. ),0) 16,9 -30<0
(( 1)) -073

16'9 + 1’69AC1 -30<0
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-131 ‘
A, < =775 ; AC;I <775

17 169
La expresion anterior (ACl < 2) es mads restrictiva que esta tltima, por lo que nos
quedamos con la anterior.

(z- cs)' ~G,'5,-C,<0

(t0+a, )o) (_0(')3,;'6 )- 0<0

34+034A, <0

Ac] 2—07§=—’10 ; AC1 >-10

Nos queda entonces que -10 < A; <2 o lo que referido al coeficiente de coste
queda:

10+A <C <10+A"
G C

1

0<C, <12

Ante una disminucién total del coste del gas-A (un coste negativo es absurdo) el
resultado se mantiene igual, es decir, se distribuyen 12’41 Tm. Por el contrario, si
aumenta el coste de distribucién, el resultado se mantendrd hasta que C; = 12,
momento a partir del cual interesard dejar de distribuir gas-A (salvo el minimo
impuesto por las restricciones) y dedicar la distribucion basicamente al gas-B que
ademads hace cumplir més rapidamente las restricciones por tener el coeficiente tec-
noldgico en horas-hombre més elevado.
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PROBLEMA 12

Se han de fabricar 2 tipos de piezas en cantidades X, y X,. Se sabe que cada pieza
de tipo 1 y de tipo 2 requieren respectivamente 3 y 10 unidades de tiempo en deter-
minado puesto de trabajo, cuyo maximo de ocupacién posible es de 60 unidades.

Cada pieza de tipo 1 y de tipo 2 requiere respectivamente 4 y 1 m? para su fabri-
cacidn, existiendo una superficie limite disponible de 15 m? en el taller a estos efec-
tos. Las unidades de energia consumidas son 3 y 2 para cada tipo de pieza, con un
total disponible de 16 unidades de energfa.

a) Determinar el programa 6ptimo de fabricacidn, sabiendo que cada pieza de tipo
1 supone un beneficio de 11 u.m., y cada pieza de tipo 2 proporciona un bene-

ficio de 7 v.m.. (Las piezas fabricadas permiten que los resultados sean frac-
cionarios).

b) Suponiendo que el beneficio unitario de 11 v.m. correspondientes a las piezas
de tipo 1 a que acabamos de referirnos, pudiera variar obedeciendo a la expre-

sién 11-(1+A), A = 0. Establézcanse los programas Gptimos de fabricacién en
funcién de los distintos valores de A.

c) ¢Se deberia pagar alguna cantidad por unidad adicional de energia contratada?

SOLUCION:

a) Llamando: X,: unidades fabricadas de la pieza tipo 1.
X,: unidades fabricadas de la pieza tipo 2.

El programa lineal que obedece al enunciado es el siguiente:

Max Z=11X, +7-X,
S.a.

3-X,+10-X, £60| Unidades de tiempo

4-X,+ X,<15; m’eneltaller

3-X,+2-X,<16] Unidades de energia
X,X,20

Expresando el problema en formato estdndar de minimizacién:

-Min Z=-11X, -7X,
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S.a.
3-X,+10- X, + X, =601
4-X,+ X, +X, = =I5
3.X,+2-X, +X,=16

X, X,,X,,X,,X;20

Los valores de la primera tabla para aplicar el método Simplex son:

X, 16
50
z=C,-B*-b=(0, 0, 0)|15|=0
' 16
u 3
Z,-C =CyB-3,-C,=(0, 0, 0)|4|-(-11)=11
3
Z,-C,=7
La primera tabla simplex queda:
X, X, X, X, X5 LD
7 11 7 0 0 0 0
X, 10 1 0 0 60
X, 4 1 0 1 0 15
X 2 0 0 1 16

Aplicando el algoritmo Simplex e iterando:
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X, X, X3 X4 X5 LD

Z 0 17/4 0 “11/4 0 -165/4

X5 0 37/4 1 -3/4 0 195/4
X, 1 1/4 0 1/4 0 15/4
X5 0 5/4 0 -3/4 1 19/4
X, X, X3 X, X5 LD

Z 0 0 0 -1/5 -17/5 -287/5
X3 0 0 1 24/5 -37/5 68/5
X, 1 0 0 2/5 -1/5 14/5
X, 0 1 0 -3/5 4/5 19/5

Solucién 6ptima
14 . . . . .
X1 = 5 piezas tipo 1. (Hemos supuesto que las piezas pueden ser fraccionarias)

X, = %2 piezas tipo 2

Z 22—7 unidades monetarias

X3 = ? Uds. de tiempo sobrante

b) Andlisis Paramétrico.
El vector de costes es C = ,(‘l 1, ~—7) y se pretende perturbar en la direccion
C'=(-11, 0).

De Ia tabla éptima calculamos la nueva fila cero para las variables no basicas.

~C,=C'y-B g, -c,=C4y,~c,=(0, -11, 0)| % |-0=—"F
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[
' ' ~t = ' - 11
Z5—-C5=CB-y5—cs=(0, ) 4 _0_—5—

Como Z'5 - C's >0 formamos el conjunto S, y como corresponde a la variable

Xs > S§=(5) (S=(j: zj-cj>0).

Por tanto, el valor i queda:

v de LO J la solucmn actual es 6ptima.

con

68, ’ 68
- - I N (MA 287 154
ZN)=C,-b+a-C,yb=(0, —11, =7)-|% [+A-(0, ~11, 0)-|'% =—T-A
b A L%
La siguiente corresponde a una tabla parametrizada.
X, X, X, X, X LD
Z 0 0 0 -1/5-A22/5 |-17/5+A11/5|-287/5-A154/5
X3 0 0 1 24/5 -37/5 68/5
Xy i 0 0 2/5 -1/5 14/5
X, 0 1 0 -3/5 4/5 19/5

Para A = %z = Zs-Cs =0, con lo que se obtiene una solucién alternativa y X5

entra en la base.

Con A = % 1a tabla serfa:
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X, X, X3 X, X5 LD
Z 0 0 0 -7 0 -105
X, 0 0 L | 245 37/5 68/5
X, 1 0 0 2/5 -1/5 14/5
X, 0 1 0 3/5 4/5 19/5

Realizando una iteracion Simplex:

X, X, X, X, X5 LD

Z 0 0 0 -7 0 -105
X3 0 37/4 1 3/4 0 195/4
X, 1 1/4 0 1/4 0 15/4
X5 0 5/4 0 -3/4 1 19/4

. . . 17 . p
Tenemos una solucién optima alternativa con L:H, ahora estudiamos para que

intervalo esta solucién es éptima.

’ Z'z_C'zzéys‘yz_clzz(O! -11, 0)' A —0=—-Z

98

%
%
%

zZ,—C,=C,y,—-c,=(0, —11, 0)| % |-0=——
g/

Como S ={} ya que no existe ningtn Zj-Cj>0 =

17 .
= Para T < A< oo la solucién actual es Sptima.

Con

Z(A)=C, B -5+A-C,-B" b
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195 _
Gy A 165
CB-B .b=(0, -11, O) 1% =____4_
, | " '
197
’ o : 165
C, B b=(0, -11, 0):| % 163
%
165 165
ZA) == A
(1) ¢ 4
Gréficamente,
Z A
. 15,18
165/ """ -
. A1, 18,
57"4
X, =% 17 X =5 5}»
X=% X, =0

c¢) Por energfa adicional si pagariamos dinero, concretamente:

La restriccion asociada a la energia es la 3%, con variable de holgura Xs.
La variable dual correspondiente a dicha restriccién indicard el valor maximo que
podemos pagar por cada unidad adicional de energia.

-~ 0
Z;~C;=C, B @, —c; =0 %@ —cs = (0, @,, @)-]0-0=n,
o)
17 ) . . ‘ P
W, = 5 u.m. pagarfamos por cada unidad adicional de energia.
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PROBLEMA 13

Una pequefia empresa de produccién de fdrmacos elabora dos tipos de medicinas
A'y B, a granel de tal forma que las ganancias netas por cada kilogramo de farmaco
A son 40.000 pts, y 30.000 pts por cada kilogramo de formaco B.

Para la elaboracién de cada kilogramo de A son necesarias 2 horas de trabajo por
parte de técnicos X, 2 horas por parte de técnicos Y, y 5 horas de operario. Por otro
lado, para fabricar un kilogramo de B son necesarias 3 horas de técnico X, 1 hora de
técnico Y, y 7 horas de operario. Las disponibilidades diarias mdximas de mano de
obra son de 13 horas de técnicos X, 6 horas de técnicos Y y 25 horas de operarios.

Los resultados de la produccién hacen pensar al director que los beneficios podri-
an ser mayores, debido a que no existe en el momento actual lirhitaciones de mate-
rias primas, ni se espera que las haya a corto y medio plazo, con lo que dnicamente
se necesitarfa contratar mano de obra adicional. El agobio con el que trabajan los téc-
nicos induce al director a considerar que lo que hace falta dnicamente es contratar de
éstos para mejorar la produccién. Puesto al habla con la correspondiente Facultad, le
comunican que hasta que no terminen los alumnos de 5° no existe posibilidad de con-
tratar nuevos técnicos X, por lo que esta posibilidad ha de ser, al menos a corto plazo,
descartada. Sin embargo, si existe posibilidad de contratar horas adicionales de téc-
nicos Y, pero por el convenio colectivo firmado en la empresa existe el compromiso
de contratar una hora de operario por cada hora adicional de técnico Y.

En esta situacién, y no siendo la intencién de la empresa contratar operarios tini-
camente, estudiar qué beneficios le reportaria a la empresa contratar horas adiciona-
les diarias de empleados y hasta qué limite.

SOLUCION:
Primeramente se estudiaréd cudl es el esquema 6ptimo de produccién diaria

Sea  X;: kilogramos de farmaco A producidos
X,: kilogramos de farmaco B producidos

Max Z =40.000-X, + 30.000-X,
S.a.

2-X,+3-X, <13| Tecnicos tipo X

2-X,+ X, < 6 Tecnicos tipo Y

5-X,+7-X,<25] Operarios
X,,X,20
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Expresamos el problema en forma estdndar de minimizacién:

-Min Z=-40.000-X; - 30.000-X,

S.a
2-X,+3-X,+ X, =13
2- X+ X, +X, =6
5-X,+7-X, +X,=25

X, X,, X,.X,, X, 20

La matriz de restricciones y la matriz basica serfan:

Ifz 310 (ﬂl
A={2 1 0 1 0; B=la, a, @ =1
{5 700 1J_
B T 13 _ X | -
X,=1X,(=B-b=167; X, = =0
X,
X 25

5

Los elementos de la fila cero son:

( 2
2-C=Cy B @-C =(0 0 0)-I-2 |-(~40.000) = 40.000
| g
Z,-C,=30.000

Z=Cy-B"b=0

La 1? tabla Simplex queda:

X; X, . X5 X4 Xs LD
Z 40.000 30.000 0 0 0 0
X3 4 3 1 0 0 13
X, 2 1 0 1 0 6
X5 5 7 0 0 1 25
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Aplicando el algoritmo Simplex:

Z,-C;=Z-Cy= ]\%lx(zj —C,)=40000; k=1

—

' l_72 er h ‘b‘i i
X,=JE=T0= Min| Sy >0) 5 Pivote >y =2

X, X, X3 X4 X5 LD
Z 0 10.000 0 -20.000 0 ~120.000
X3 0 2 1 -1 0 7
X, 1 1/2 0 12 0 3
Xs 0 9/2 0 5512 1 10

Xy X, X, X4 X5 LD
Z 0 0 0 [-130.000/9 | -20.000/9 |-1,280.000/9
X3 0 0 1 1/9 -4/9 23/9
X, 1 0 0 7/9 -1/9 17/9
X, 0 1 0 -5/9 2/9 20/9

Como todos los Z;-C; < 0 para las variables no bdsicas la solucion es 6ptima.

Xq= ;—7 = 1,899 kg. de farmaco tipo A diario.

X, = 3—0 = 2,22 kg. de farmaco tipo B diario.
Z= LZ_S(;&(_)_ = 142.222,22 pts de beneficio.
X = % = 2,556 horas de técnico X ociosas al dia.
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Ante esta situacion a la empresa le interesa aumentar horas de contrato de técnico
tipo Y y de operario. En este caso podria ser favorecedor el convenio colectivo.

Se trata, a continuacién, de hacer un andlisis paramétrico en el que el vector de
lado derecho se perturbe bajo la consideracién de aumentar equitativamente las horas

de operario y de técnico Y.
°)

o (13) 1
g o)

1r; La nueva direccibnes: b+ 1-b' =

gl - M

Para A=0 la solucién anterior es éptima, el intervalo para el que dicha solucién es
6ptima lo obtenemos de las condiciones de factibilidad del problema principal.

X, (A)=E+A-B=F-F+A-F-b

S={ip, <0}, S ={1,3}

23 20
A . .[2,~ . . _9_ —.9— _20_ 1_9_3 ’
ﬂ—[\gn{j@)}—Mm 3373,
- 9 9

Para A € [0, 20/3 ] la solucién actual es éptima
_ 1280000 150.000

ZAN=2+2-Cy B B'=Cy BB 44:Cy B b= 5 A=
P A__zg)_ 2.280.000
ara A= 3 = 9
(23 3
|Z=_p.2
b S oy |2
X,(2)= —9—+ﬂ,~§>=(Para}t=-§—)= 5%
20 _,3 0
9 9

Sustituyendo estos valores en la tabla éptima:
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X, X, X3 X, Xs LD

Z 0 0 0 ~130.000/9 | -20.000/9 | -2,280.000/9
X3 0 0 1 1/9 -4/9 3/9

X, 1 0 0 7/9 -1/9 57/9
X, 0 1 0 -5/9 2/9 0

Como se mantiene el criterio de optimalidad primal (factibilidad dual) y tenemos

una variable X, nula, buscamos una solucién alternativa utilizando el Método
Simplex Dual.

El pivote lo obtenemos segtin la expresion :

Z Z C Z,-C, Lo
= Min 1y, <0|= ;Y34 pivote
le jeR y 7 y 34
Iterando:
Xy Xy X3 X, X5 LD
Z 0 -26.000 0 0 -8.000 | -760.000/3
X3 0 5 1 0 -2/5 1/3
Xy 1 775 0 0 1/5 19/3
X4 0 -9/5 0 1 205 0

Se observa que la produccidn ha cambiado, dejandose de producir el firmaco tipo B.
Siguen sobrando horas de técnico tipo X. Estudiamos ahora para qué valor de A > 20/3
la solucién actual es Sptima.

En nuestro caso, se calculardn los nuevos valores de A de forma relativa al resul-
tado obtenido en la dltima tabla.

Ifl 0 —2/51| |F01| lf—z/.s
b'=B7-b'=(0 0 1/5 |1 1/5 |
[o 1 —2/5H1J [3/5J
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Para Z—OSls—z—O—+-5—
3 3 6

(El valor % se ha obtenido con relacion al valor A = 203 de la iltima tabla)

% <A< i6§ La nueva soluci6n es 6ptima.

Los nuevos valores de la funcién objetivo v de las variables bésicas son:

f—z/s
+ {0, —40000, 0).| 1/5 |=
Lats)

_ _ 1560000
) 7603000 40 goo e [Para e % )z _i%‘)_ ~ 260,000

760.000
3

Z(A) =—

_ VK % 5\ |ag
X,(0)= 193 +A' % =(Para A= _6_): 3%
O+A’% _ %

Sustituyendo estos valores, la nueva tabla que obtenemos es:

Xy X, X3 Xy X5 LD
V/ 0 -26.000 0 0 -8.000 -260.000
X, 0 1/5 1 0 -2/5 0
X, i 775 0 0 1/5 39/6
X, 0 -9/5 0 1 -2/5 12

Aplicando el método Simplex Dual:

X, X, X3 X4 X; LD
Z 0 -30.000 ; -20.000 0 0 -260.000
X5 0 -1/2 -5/2 0 1 0
X, 1 312 1/2 0 0 13/2
X, 0 2 -1 1 0 12
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‘Vemos que se sigue fabricando tinicamente el farmaco tipo A. Ahora comienzan a
sobrar horas de técnico tipo Y.

Estudiamos si para 4 > f? la solucién es mejorable.

[-% o ﬂl M Tﬂl

SRR

Como S = {¢} la solucién no es mejorable, la base actual es dptima. El cuello de
botella ahora lo provoca el técnico tipo X.

Los resultados se muestran en el grafico:

ZA ' Z( e _29)_ 2.280.000
e - IV B
45) 1.560.000
 1280.000 LB
-0 - %0 3
A=4%
A=0 ] - X
--------- 20 ,
............... 12 ,
§={Eg, al E’J.} - ] §-= {ES, El, .a_4} ., §= {55’ ) El, (_1_4}

Los beneficios se incrementan hasta A = 45/6 = 7'5, es decir, si la hora extra del
técnico Y y de operario sigue la misma funcién de coste, a la empresa le interesa con-
tratar operarios y técnicos de tipo Y hasta un total de 7'5 horas mds diarias. A partir
de ahi, el cuello de botella lo forman los técnicos X, y 16gicamente, no interesa seguir
contratando técnicos tipo Y y operarios.

Se observa que los beneficios aumentan constantemente, y que toda la produccién
- se vuelca sobre el farmaco A que es el que mas beneficios produce.
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PROBLEMA 14

Una empresa de manufacturas se plantea la biisqueda de mayores niveles de efi-
cacia optimizando la asignacién de recursos humanos. En la actualidad, dicha empre-
sa fabrica dos lineas de productos A y B con una demanda diaria diferente, siendo
aproximadamente la del producto A de 160 unidades, mientras que el producto B
experimenta una demanda cercana a las 105 unidac;l,és diarias. La empresa, conscien-
te de que uno de sus mayores puntos fuertes debe ser mantener la lealtad de los clien-
tes hacia sus articulos, tiene como principio de funcionamiento el que cada dia se
fabrique, como minimo, la cantidad de piezas que se demandan, con el objetivo de
que nunca se quede un cliente sin el producto que desea.

En el proceso de fabricacién pueden intervenir tres tipos diferentes de personal
con distinta cualificacién. En primer lugar, se pueden contratar operarios no especia-
lizados cuya capacidad productiva se cifra en 3 unidades tanto del producto A como
B por hora de trabajo, con un coste para la empresa de 1.000 pts/hora, que incluye
retribuciones y pagos de impuestos y Seguridad Social. En segundo lugar, se encuen-
tran los técnicos de grado 2, con una mayor especializacién en la fabricacién del pro-
ducto A, del que pueden llegar a producir 12 unidades por hora de trabajo; sin
embargo, su rendimiento decrece considerablemente cuando se trata de fabricar el
producto B del que s6lo llegan a fabricar del orden de 2 unidades por hora.
Independientemente del trabajo que realicen, los costes por hora que este tipo de téc-
nicos suponen para la empresa se elevan a 2.000 pts. Por tltimo, también se pueden
contratar técnicos de grado 3, cuya especializacion se centra en el producto B, del que
pueden llegar a producir 13 unidades/hora; por el contrario, con el producto A sus
“niveles de productividad decrecen hasta un méximo de 5 unidades/hora. Estos técni-
cos son los mds salados a la hora de hablar de costes, repercutiendo sobre la empre-
sa unos gastos de 4.000 pts por cada hora de trabajo.

Los tres tipos de empleados pueden ser contratados sobre una base diaria en
cualquier cantidad y combinacién, con tal que aseguren los objetivos de satisfac-
cién de la demanda anteriormente citados. La finica restriccién limitativa que exis-
te es la capacidad de la sala de trabajo, en la que, a médxima carga de trabajo, se
estima que no podrian trabajar juntos mds de 6 personas a razon de 8 horas diarias
como mAaximo.

Supuesto se realiza la contratacion por horas y fracciones de éstas:

a) ;Cual habria de ser la distribucién 6ptima de los recursos humanos diariamen-
te para reducir al maximo los gastos que en este capitulo incurre la empresa?

b) ({Qué sobrecostes se producen por cada unidad adicional de producto A que se
fabrique?
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¢) ;Cémo evolucionaria la contratacién de personal si los sindicatos representan-
tes de los operarios y los técnicos de grado 2 se ponen de acuerdo para, mante-
niendo la actual relacién de costes, exigir un aumento indeterminado de sus
ingresos?

SOLUCION:

a) Se trata de un problema de minimizacién de costes en el que hay que asignar la
contratacién diaria de horas de mano de obra. Sea:

X, : n° horas diarias contratadas de operario.
X, : n° horas diarias contratadas de técnico de grado 2.

X5 : n° horas diarias contratadas de técnico de grado 3.

El programa lineal al que obedece el problema es el siguiente:

Min Z = X| + 2X2 + 4'X3

3-X, +12-X, +5-X, =160
3-X, +2-X, +13-X, 2105/ X, X,,X,20
X, + X, + X, <£6-8

Afiadiendo variables de holgura y artificiales el problema queda: (resolviendo
mediante el método de penalizacion)

Min Z=X;+2-X, +4-X3 + M-X; + M-X;

S.a.

3-X%, +12-X, +5-X, - X, + X, =160} -

3-X, +2-X, +13-X, - X, + X, =105 X,(1..8)20
X + X, + X + X, =48

Asignamos el valor M = 10
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Los valores correspondientes a la primera solucidon bésica factible son:
§=[‘77’ as, ‘76] ; N:[C_ln a,, a;, a, 675]
: jX7 160l
X,=1X,(=B"-bh=1105
lX 6 48 J
Los valores de la fila cero para la tabla inicial serfan:
3

*.3,—¢, =(10, 10, 0)- 3J—1=59
1

N
[
o
il
o
|

Z,—-C,=(10, 10, 0)-/13

Z,-Cs =(10, 10, 0).L—1}—0=—10 |

0
160)
Z=C,-B™"-b=(10, 10, 0)-|105|=2650
48

La primera tabla queda:
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X, | X, X; X, X Xe | Xy | Xg LD
VA 59 138 176 -10 -10 0 0 0 2.650
X5 3 12 5 -1 0 0 1 0 160
Xg 3 2 13 1 0 0 1 105
X6 1 1 0 0 1 0 0 48
Iterando:

Xy X, X3 Xy X5 Xe X5 Xg LD
Z 18’344 1110°89 0 -10 3’552 0 0 -13°552| 1.228°3
X5 1’846 | 11°23 0 -1 0’385 0 1 -0’385 1 1196

X3 0°231 { 0’154 1 -0°077 0 0 0’077 | 8077

X6 0’769 | 0°846 0 0°077 1 0 0077 | 39°92
X, X, X5 Xy X5 X6 X4 X3 LD

Z 0’158 0 0 -0°130 | -0°218 0 -9’87 | -9’78 | 47°052
X, 1’164 1 0 -0°089 | 0’034 0 0°089 | -0°034 | 10°65

X3 0°205 0 1 0’014 | 0°082 0 -0°014| 0°082 | 6°438

Xs 0’630 0 0 0’075 | 0°048 1 -0°075 0’048 | 30’91

X, | X, X, X4 X5 X¢ | X; | Xg LD

y/ 0 0 -0°768 | -0°140 | -0°155 0 -9°859| -9’84 | 42’33

X, 0 1 -0’8 -0’1 0’1 0 0’1 -0’1 57500

Xq 1 0 4’867 | 0°067 -0’4 0 -0°067 | 0’400 | 31’33

X5 0 0 -3’07 | 0°033 0’3 1 -0°033 | -0°300 | 11’17

Solucién 6ptima:

Xy = 31’33 horas diarias de operario.

X, = 5’5 horas diarias de técnico tipo 2
X3 = 0 horas diarias de técnico tipo 3 (No se contrata este tipo de técnico)

Z = 42.330 pts diarias en coste de personal
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Quedan un total de X = 11’17 horas de personal. Es decir, el taller no trabaja con
el total de capacidad humana. Seria utilizado por:

3133 (horas operario)
-8 (horas laborables)

= 4 personas (operarios).

5'5 (horas técnico tipo 2)
8 (horas laborables)

= | persona (técnico tipo 2)

Total : 5 personas.
b) Se trata de un andlisis de dualidad para el producto A.

oz

a—bl =, ; Delatabla ptima:

—0’1-40=(ao1 , @, ,a)3)' 0 |-0;
0
®, = 0140 por cada unidad adicional de A fabricada

El incremento en costes seria aproximadamente de 140 pts por unidad adi-
cional producida

¢) Se trata de un problema de andlisis paramétrico en el que la perturbacién se pro-
duce en el vector de costes como consecuencia de que aumentan los costes para
la empresa.

La relacién de costes se mantiene, luego la perturbacién del vector de costes seria en la
direccion C'=(C1,C5,C3)=(1, 2, 0). ; C’5=0 Los técnicos de grado 3 no estdn en el
sindicato.

Entonces, el vector 5,; serfa: 5; =(C2,C,C's) = (2, 1, O).
Es necesario calcular ahora los siguientes valores:

~03
Z,-Cy=C, -5,—c,=(2, 1, 0).|4867 |-0x=3267
~307

Este valor es 0 porque no
existe variacién de costes

para el operario tipo 3.
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0'067 |=-01133
0'033

e

Z,-C,=C, -y,—c,=(2, 1, 0)-

o

ZS_C5:(2, L 0) —0'4 1=-072
ry

( ~01
l

Se observa que Z’'3 - C’; es el Gnico que podria tomar valor positivo ante un cre-
cimiento de A.

. ~Hz,-¢) ~(-0768)
S=8k 7“,‘ Z,—-C, 3267 °

=024

Para A € [0, 0°24] la solucién actual es 6ptima. Los valores parametrizados de la
fila cero resultan:
(3]

Z0W=C, b +A-C,-b=4233+1-(2, 1, 0)/3133
Lu‘nJ

Z(\) = 42'33+1-42'33

(Z, = Cy) +A-(Zy — C;) = ~0768 + k- 3267

(Z,-C)+A-(Z) ~C,)=-0140-2-0133

(Zs-C)+A-(Z, - CL)=-0155-2-02

La tabla para A = 0’24 serfa:
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J
X, X, X3 X, X5 X4 LD
Z 0 0 0 017 -0720 0 5249
X, 0 1 -0°8 01 01 0 5’5
< [X; 1 0 4867 0°067 04 0 | 3133
X4 0 0 -3°07 0°033 03 1 117

Existe una solucién alternativa en la que sale X; y entra Xj.

Llegado este punto se observa que la produccion Sptima implicaria deshacerse de
los operarios (X;) ocupando su puesto los operarios del tipo 3. En la siguiente itera-
cién saldrén los técnicos tipo 2 quedédndose solamente los del tipo 3. Esto significa
que el sindicato de operarios nunca debe exigir més de un 24% de aumento de suel-
do.

(Forma aproximada de la evolucién)

»
>

024 A, A

B=1{a.,a.} B={as.a.,} B={asas}
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PROBLEMA 15

Una consultoria dedicada a la realizacion de proyectos de ingenieria tiene contra-
tados en la actualidad a un total de 28 técnicos de grado A, 10 técnicos de grado B y
35 técnicos de grado C. Dicha empresa se dedica a la elaboracidn de tres tipos de pro-
yectos: el tipo 1, que reporta un total de 4 millones de beneficios netos a la empresa;
el proyecto tipo 2, que supone 18 millones de beneficios y, finalmente, el proyecto
tipo 3 que implica unos beneficios de 46 millones de pesetas.

Para la realizacién de un proyecto tipo 1 se necesita un técnico de grado A y 2 técnicos
de grado C. Un proyecto de tipo 2 implica la dedicacién por parte de 2 técnicos de grado
A, 1 técnico de grado B y 4 técnicos de grado C. Por ltimo, cada proyecto tipo 3 necesita
la participacién de 6 técnicos de grado A, 2 técnicos de grado B y 6 técnicos de grado C.

a) Supuesto que cada uno de los tipos de proyectos indicados se elaboran en un
tiempo promedio de 2 meses, indicar cudl es la programacién 6ptima de pro-
yectos a realizar el proximo bimestre.

b) Calcular los incrementos que se producirfan en los beneficios obtenidos por
cada técnico adicional que se incorporara a la plantilla de la consultorfa.

¢) Con la irrupcién de varias empresas extranjeras en el mercado de realizacion de pro-
yectos de ingenierfa se produce una sobreoferta que el mercado no es capaz de
absorber, por 1o que los propietarios de la empresa se plantean la necesidad de lle-
var a cabo una reduccién de la plantilla. Por ello, desean realizar un estudio de las
consecuencias de efectuar una reduccion indeterminada en la cantidad de personal
contratado. Esta reduccién la plantean s6lo para los técnicos de grado A y B, que son
los que perciben los salarios mds altos, manteniendo constante la plantilla de técni-
cos de grado C. La reduccion se efectuaria sobre la base de despedir a 2 técnicos de
grado A por cada técnico de grado B. Estudiar las consecuencias de esta reduccién
en los beneficios de la empresa y en los tipos de proyectos que deben ser realizados.
Comentar también si el planteamiento efectuado por los propietarios es-Optimo.

SOLUCION:
a) Sea:
X; : n° de proyectos de tipo 1 a realizar.
X, : n° de proyectos de tipo 2 a realizar.

X5 : n° de proyectos de tipo 3 a realizar.

El programa lineal al que obedece el problema es el siguiente:
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Max Z=4-X; + 18-X; + 46-X3
S.a.

X, +2-X, +6-X, <28
X, +2-X,- <10f X,.X,,X;20
2-X, +4-X, +6-X, <35

Expresando en forma estdndar de minimizacion y afiadiendo variables de holgura:

-Min Z=- 4X1 - ]8X2 - 46X3

S.a.
X, +2-X, +6-X; + X, =28
_ X, +2-X, + X =107 X,(j=1..6)=0
2-X, +4-X, +6-X, B + X, =35

Los valores correspondientes a la primera tabla Simplex quedan:

X, 28
X,=1X,}=B"b=410 Z=C,-B"b=0
X, 35
(1too) (1
Z,~C =C, B d-¢,=(0,00) 010/ |0|-(-9=4
= : 001 2
Z,~-Cy= C,-B'-@,~c,=18
Z,~C,= Cy-B™-a@,—c,= 46
La primera tabla quedaria:
X, X, X3 X, X X¢ LD
Z 4 18 46 0 0 0 0
X, 1 2 1 0 0 28
X 0 1 2 0 1 0 10
X¢ 2 4 0 0 1 35
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Iterando segun el algoritmo Simplex:

X, X, X3 X, Xs X, LD
Z | 3 873 0 2373 0 0| -644/3
X; | 16 173 1 1/6 0 0 14/3
Xs | -3 13 0 53 1 0 273
X, 1 2 0 q 0 1 7

X, X, X5 X, Xy X, LD
Z q 0 0 5 3 0 220
X; | 12 0 1 12 q 0 4
X, | -1 1 0 1 3 0 2
X, | 3 0 0 1 % 1 3

Solucién 6ptima:

X, = 0 proyectos tipo 1 el préoximo bimestre
X, = 2 proyectos tipo 2 el préximo bimestre
X5 = 4 proyectos tipo 3 el proximo bimestre
7. = 220 millones de pts de beneficios netos

X = 3 empleados grado C que sobran

b) Un cédlculo de las variables duales indica lo que se aumentaria en beneficios por
cada técnico de grado A y B que se contratase. Por el contrario, no interesa
contratar técnicos tipo C. En este momento sobran 3 de los que podria pres-

cindirse.

1

Z4—C4=W*'CT4—C4; -—5=(W1, W, Ws)' 0 —O;W1=5

0

®; =5 M. pts. de incrementos de beneficios por cada técnico tipo A adicional que

se contratase.
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0
Zs—Cs=w -as=Cs ; _8=(-W1, wz, Ws)' 1|-0;w,=8

0

®, = 8 M. pts. de incrementos de beneficios por cada técnico tipo B adicional que
sc confratase.

0
Ze—Cs=W s~ Cs 0=(W1, w2, Wa)' 0]-0;w;=0
1

;3 =0 pts por cada técnico tipo C que se quisiera contratar (resultado logico debi-
do a que sobran empleados de grado C).

¢) En este momento, el enunciado indica una disminucién indeterminada de los
técnicos A y B en una proporcion 2 a 1. Se trata de realizar un anélisis para-
métrico para un intervalo de A en el eje negativo.

2 .
La direccién de perturbacién es b '=L 1 J Para A <0.
0

Como A es, por definicién, un valor positivo, se cambia el signo del vector ' y
podemos asi considerar a A como positivo.

(_2W ' ’
l?’———)f;’zt—lj ConA=0
o )

Calculamos b'=B " -b'

Por tanto,

fB(m:zzm-E_-:LzJHg. _IJ

(98]
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| (4 (o)
Z(\)=C,-b+C, -b'-A=(-46, —18 '0){2 +-(—46, ~18, 0)-L—1 =-220+18-A
. 3 4

—

El conjunto S queda:

s={2}; A= Min{_<?-1)}={ilzl§; }2 ?

Para A € [ -2, 0] la soluci6n actual es 6ptima. Para A = -2/ 1a tabla quedaria:

X, X, X, X, X Xg LD
7 ] 0 0 i 3 0 184
X; | 12 0 1 12 1 0 4
X, | o 1 0 1 3 0 Z0
Xs | 3 0 0 1 6 1 11

En este punto se han despedido a 4 técnicos Tipo A y 2 Técnicos Tipo B.

Aplicando el Método Simplex Dual se obtiene la siguiente tabla Gptima alternativa.

X, X, X3 X, X X4 LD
Z 0 -1 0 -4 11 0 -184
X3 0 172 1 0 1/2 0 4
X, 1 -1 0 1 3 0 0
Xq 0 3 0 2 3 1 11

A continuacién se estudia para qué intervalo es optima esta base B = (53 , 4y, a_ﬁ) ‘

i (o % bWzs) (5) B

S T F1
st 5 LY
b 2 5 1)lo) L1
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b j—
- =% b,

. 21

Para A € [ -10, -2] labase actual es 6ptima.

9 Ll J 9+ A J

3

d
Z(W)=C, b +AC, -b'=(-46, —4 0). -2 +A-(—46; —4, 0) 1 |=-222+19-2
) S

Para A = |-10i 1a tabla queda:

X4 X, X3 Xy X5 X¢ LD
Z 0 -1 0 -4 11 0 32
X3 0 172 1 0 172 o ['/0
X, 1 1 0 1 3 0 8
Xg 0 3 0 2 3 1 19

Si se intenta aplicar el Método Simplex Dual en la fila 1 se comprueba que 1a solu-
cién no es factible ya que no existe ningtin coeficiente negativo en dicha fila.

Para A = I-10l significa que se han despedido a 20 técnicos de grado A y a todos
los del grado B. En este momento quedan 8 de A y los 35 de C, de los que, a su vez,
sobran 19 (X4=19). Esto explica que no se puedan realizar proyectos de tipo 2 y 3.
La solucién es no factible porque se ha llegado al tope en la reduccién de técnicos
grado B. Una mayor reduccién de técnicos A implicaria técnicos B negativos, si se
quiere mantener la relacion de despidos, lo cual es imposible.

A partir de este momento sélo se pueden despedir técnicos grado A. Al sobrar 19
técnicos grado C no parece que el planteamiento de despidos haya sido el mds apro-
piado. Un esquema del anélisis serfa:
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AZ
X, 4 )
X,=|X, |=| 2-2 l-
X 3+4/1J
T 220
184
(Xa 5—%%)
X,={X, |=| 2+A
LXG 9+kJ
32
/ST 7
B=(w, @, @) B =I(a,, @, 7
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PROBLEMA 16

Una factoria fabrica tornillos y tuercas que distribuye mediante cajas que signifi-
can 30.000 pesetas de beneficios, cada una, en el caso de los tornillos y 80.000 pts de
beneficios por cada caja de tuercas producidas. La demanda de tornillos es ilimitada,
mientras que la demanda de tuercas es menor, por lo que no deben producirse méis de
200 cajas de éstas. Los requerimientos para la fabricacién y las disponibilidades
méximas de recursos se muestran en la tabla:

Caja tornillos - Caja tuercas Disponibilidades
maximas
horas-hombre 2 4 1.000
kg. de acero 6 2 1.200

Con estos datos establecer:
a) ;Cudl es el sistema productivo que maximiza el beneficio?

b) ;Cudl serfa el incremento en el beneficio si se pudiesen aumentar los recursos
disponibles?

¢) Una vez se han fabricado las cajas de cada producto, segtin los resultados obte-
nidos en el apartado a), se recibe una demanda ilimitada de tuercas adicionales
que la empresa desea cubrir utilizando su propia mano de obra. Segiin el con-
trato de trabajo, resulta que la retribucién de horas extras laborales para satis-
facer esta demanda habria de ser 15.000 pts/hora adicionales al sueldo habitual.
En este caso, ;Se obtendifan beneficios por parte de la empresa si se fabricasen
mds cajas de tuercas? Si es asi, ;Qué cantidad podria fabricarse si resulta que
el proximo envio de acero no se recibird hasta dentro de un mes? ;Cudles se-
rian los beneficios?

SOLUCION:
a) Llamando:

X, : Cajas de tornillos a fabricar
X, : Cajas de tuercas a fabricar

El problema planteado obedece al siguiente programa lineal:
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Max Z=30-X; +80-X,

S.a.

o

2-X, +4-X, <1000
6-X, +2-X, <1200f X,,X, 20
X, <200

Pasando el problema a forma estdndar de minimizacion:

-Min Z=-30-X,-80-X,

S.a.
2-X, +4-X, +X, =1.000
6-X, +2-X, - +X, . =1200f X,(j=1.5)20
X, +X, =200

Los valores correspondientes a la primera solucion bésica factible son:

X, 1.0001 o £
X, =1X,(=11200 X”z{xz}zo'
X, 200
2
Z-C =C, B @ ~c,=(0 0 0)]6|+30=30
0
Z,-C,= C,-B"-@,~¢c,= 80
Z=Cy-B"-b=0
La primera tabla Simplex quedarfa:
Xy Xy X3 X4 X5 LD
Z 30 80 0 0 0 0
X, 1 0 0 1.000
X4 0 1 0 1.200
X 0 0 1 200
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Tterando:

Xy X, X, X, X5 LD
Z 30 0 0 0 -80 -16.000
X3 2 0 1 0 -4 200
X, 0 0 1 2 800
X, 0 1 0 0 1 200

Xy X, X, X, X5 LD
Z 0 0 -15 0 -20 -19.000
X1 1 0 172 0 2 100
X4 0 0 -3 1 10 . 200
X, 0 1 0 0 1 200

La solucién actual es 6ptima:

X; =100 cajas de tornillos

X, = 200 cajas de tuercas } Z =19,000.000 de pts. de beneficio

X, =200 kg. de acero sobrante

b) Se trata de obtener los valores de las variables duales en funcién de las varia-
bles de holgura iniciales.

1

Z,~Cy =0 @—cy; —157=7(a)1 , @, ,a)3‘)- 0[-0;0, =|-15
0

Z,~C,=0 >w,=0

Z,—Cs=-20 = m, =20

- Nuestros beneficios se incrementardn en 15.000 pts por cada hora-hombre mds
que pudiéramos contratar supuestos permanecen constantes los costes.

- No aumentarian los beneficios si compramos acero porque en este momento nos
sobran 200 kg. ‘

- Los beneficios aumentarian en 20.000 pts por cada caja de tuercas adicional a las
200 permitidas que se fabricase.

c¢) En este caso el coste adicional de mano de obra extra seria de 15.000 pts, que
es lo que hemos visto serian los posibles beneficios por cada hora extra. La
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variable dual ®; =20.000 pts/ud nos indica lo que se obtendria por cada caja
adicional de tuercas que se fabricase , ya que habria que descontar a las 80.000
pts de beneficio iniciales los beneficios implicitos en la mano de obra, es decir:

Beneficios iniciales« 80.000 - 15.000 - 4 = 20.000 —»Beneflclo por cada caja de més fabncada

PR

Incremento coste mano de obra | |4 horas por cada caja de tuercas.

C,’=20.000

Sin embargo, las cajas adicionales de tornillos darfan un beneficio de:

30.000 - 15.000 - 2 = O pts. C=0

Es decir, en condiciones de trabajo extra sale rentable producir tuercas, pero no
tornillos. La causa de que el beneficio adicional por cada hora extra sea de 15.000 pts
(m; =15.000) obedece a que 2 horas que es lo que necesita cada caja de tornillos son
30.000 pts de beneficios, que, sin embargo, coincide con los costes de una caja de tor-
nillos.

Como nos preguntan cudntas cajas mas de tuercas hay que fabricar, lo que se ha
de hacer es un andlisis paramétrico que acabe cuando los recursos de acero se ago-
ten. Por tanto hay que hacer un andlisis paramétrico en el que la perturbacién seria:

4 horas-hombre por cada

4 1.000 ' 4 caja adicional de tuercas
b'=|01; b+A-b'>|1200+4-/0 No hay incremento de acero
1 200 ) 1
Una caja mds de tuercas
% 0 =2)(4) (0)
b'=B"b'={-3 1 10[{0|=|-2
0 o0 1 1 1

S={i:b,<0}: s={2} A= Mzn(j,. -

ieS§

1 Supuesto nos encontramos en un mercado de competencia perfecta, que es una de las hipétesis implicitas en la inter-
pretacién econémica del problema Dual. Segiin esta hipétesis el precio justo por cada hora adicional de mano de
obra deberfa coincidir con el incremento en el beneficio que se produce por cada hora adicional contratada, esto es

15.000 pts./hora adicional. En nuestro caso existe un equilibrio de coincidir el coste con los beneficios de cada hora
adicional.
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2=100; ¥ Ae [0,100] 1a base actual es éptima

100 0 100
X,(A)=b+A-b'=[200|+A-|-2|=|200-2-1
- {200 1 200+1-4
0

ZA)=Z+A-C, B -5'=-19000+1-(0 ,0 ,-20)-|-2|=-19.000~20-1
1

c e (0 0 ’_20) - - Costes (beneficios) analizados anteriormente. Utiliza-

mos un nuevo vector de costes porque las condiciones -

econdmicas del problema han cambiado.

La tabla para A=100 serfa:

X, X, X3 X, X5 LD
Z | o 0 15 0 20 | -21.000
X, | 1 0 172 0 -2 100
X, | o 0 -3 1 10 0
X, | 0 1 0 0 1 300

Para A=100 se ha

-——— agotado todo el

acero

Aplicando el Método Simplex Dual tendremos una solucion altemativa.

X X, X, X, X5 LD
Z 0 0 0 5 70 -21.000
X, 1 0 0 1/6 -1/3 100
X3 0 0 - 1 -1/3 -10/3 0
X, 0 1 0 0 1 300

Donde vemos que es la misma que antes en el sentido que los recursos de acero se
han acabado. Si seguimos adelante seria producir X, a costa de X;, como se ve:

0 % K
Evz B"-—l.b_l'= 1 _% —1% .
0 0 1

4
0=
1

A
% |( Nota al pie )
1 .

2 El valor negativo que aparece en b’ indica que se dejarfa de fabricar X si creciera A por encima de 100. Pero como
segin el enunciado, no podemos hacer eso porque ya se han producido las cajas de tornillos, hay que parar aqui el

problema.
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Solucién:

Se fabricarian 100 cajas de tuercas con un incremenfo en el beneficio de
2.000.000 de pts.

126

ion realizada por ULPGC. Biblinteca Universitaria, 2006

. los autores. Digitali

©Del



PROBLEMA 17

Una compaiifa dedicada a la confeccién de trajes de caballero de alta costura cen-
tra su actividad en la fabricacién de dos tipos de traje, A y B. El traje tipo B se vende
en varias boutiques locales con un nombre de marca propia que es percibido por el
publico en general como simbolo de calidad y, por tanto, se pagan precios elevados
por cada traje de estas caracteristicas. Sin embargo, el traje tipo A es fabricado
siguiendo un proceso menos riguroso que se nota en la calidad final del producto. Por
esta razon, se vende en las mismas boutiques, pero con otro nombre de marca para un
publico con menor poder adquisitivo.

El gerente de esta empresa, estudiando el proceso productivo, llega a 1a conclu-
si6n de que la funcién de costes de produccién depende directamente del niimero de
trajes fabricados diariamente segtn la relacién 50000 / (2x; + 5X,), en donde x, repre-
senta el nmimero de trajes de tipo A fabricados diariamente y X, el ntimero de trajes de
tipo B también fabricados diariamente. Las restricciones con las que se encuentra el
gerente a la hora de programar la produccion son las debidas a las unidades de mate-
ria prima de que se disponen, que se cifran en 3000 uds. diarias, para una demanda
por parte de cada traje que se eleva a 25 uds. para el tipo A y 30 uds. para el traje de
tipo B. Por otra parte, se dispone de un maximo de 20 operarios, que trabajan a razén
de 8 horas diarias, necesitdndose 1 hora para la confeccion del traje de tipo A y de 2
horas para la realizacién de cada traje de tipo B.

El contrato que tiene en la actualidad esta empresa con las boutiques de venta al
publico especifica que, diariamente, deben enviarse, al menos, 12 trajes, por lo que
¢ésta es la cantidad minima a producir, aunque en realidad la demanda es mucho
mayor.

Calcular:

a) La cantidad de trajes de cada tipo que se deberfan fabricar diariamente para
minimizar los costes de fabricacion.

b) {Cémo evolucionaria la produccién si, dado un incremento en las ventas de tra-
jes en las boutiques se solicita un ntimero indeterminado de trajes a la empre-
sa de fabricacién?

SOLUCION:

a) El problema deberia solucionarse partiendo de la base de que se trata de un pro-
blema de programacién entera. No obstante, inicialmente se aplican las técnicas habi-
tuales de programacién lineal, y como los resultados son enteros no es preciso utilizar
algoritmos especificos orientados a lograr alcanzar resultados enteros puros.
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Llamando:

X,: n°uds. del traje A, a fabricar diariamente.
X,: n° uds. del traje B, a fabricar diariamente.

Segin el enunciado, la funcién a minimizar es:

_ 50000 d les d diari

MinZ = m , expresada en miles de pesetas diarias.

Esta expresién no es lineal, y por tanto no se puede aplicar directamente el algo-
ritmo Simplex. Es necesario modificar el problema, de tal forma que, utilizando el
denominador, que si es una expresion lineal, se puede minimizar toda la expresién si
se maximiza el denominador. Por tanto, la funcién objetivo del problema quedarfa:

MaxZ'=2-X,+5 - X,

Al final del problema se retoma la expresion original y, dado que el numerador es
una constante se divide por el valor de Z’ obtenido al resolver el problema de pro-
gramacion lineal.

El problema, entonces, queda:
MaxZ'=2-X,+5-X,

S.a: -

25-X, + 30-X, < 3000

X, + 2X, < 160 (20 obreros x 8 horas)
X, + X, =2 12

X,.,X,20

Pasando a la forma estdndar de minimizacién:
-MinZ'=-2-X,-5-X,

S.a:

25-X, + 30-X, + X, = 3000
X, o+ 2X, + X, = 160
X, + X, - X, = 12
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Problemas de Programacion Lineal

Se aflade una variable artificial. Para seleccionar la solucién bdsica factible inicial
utilizamos el método de penalizacidén: )

—MinZ'=-2-X,-5-X, + M-X,

S.a:

25-X, + 30-X, + X,

Xl + 2X2 + X4
X, + X, - X, + X4 =
XJ.ZO j=1....6

X,,X,,X;: Variables de holgura.
X ¢ Variable artificial.

Damos a M un valor de, por ejemplo, M=20 de modo que, al final, el algoritmo
asigne a X un valor nulo.

2530 10 0 0 3000 )
A=l1 2 01 0 Of b=| 160
1 100 -11) 12

Tomamos como base:

B=(a,.3,,a)=1=B"=]

X3
luego: X, =| X,
X4
3000°
b=B'b=Ib=b=|160 | ~
i 12
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25
Z,-C =(0,0,20)-| 1 [+2=22
1
30 |
z,-C,=(0,0,20)-| 2 [+5=20+5=25
1
0
Z,—Cs =(0,0,20):| 0 |~0=-20
-1
3000
Z'=C,-B™-b=(0,020)| 160 |=240uds. -
12
La primera tabla queda:
Xl XZ X3 X4 Xs XG LD
7z 22 25 0 0 =20 0 240
X, 25 30 1 0 0 0 3000
X, 1 2 0 1 0 0 160
X, 1 0 0 -1 1 12
ITterando:
Xy X3 X3 Xy Xs X4 LD
Z | -2 0 0 -5/2 0 20 -400
X3 10 0 1 -15 0 0 600
Xs | -112 0 0 172 1 -1 68
X, 12 1 0 12 0 0 80

Solucién 6ptima.

La solucién 6ptima para minimizar costes sera:
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Problemas de Programacién Lineal

Xl = 0
X, =80uds Sdlo se fabrican trajes del tipo B en una cantidad de 80 uds.

-Z°=-400

Cambiando el signo debido a que el problema era originariamente de maximizacién:

Z'=400 = Z:M=125

t

El coste minimo de produccién para esta solucién 6ptima asciende a 125 uds.

monetarias:

X3 =600; Nos sobran 600 uds. de materia prima por dfa.
X5 = 68; Enviamos a las boutiques 68 trajes mds de los 12 minimos contratados.

b) Se trata de un problema de andlisis paramétrico donde se introduce una varia-
cién en el vector del lado derecho:

3000 0
b+Ab'=]| 160 [+1- O
12 12
1 -15 0 . ,
Bl=l0 1/2 -1]; ¢, =(c,.¢,.C,)=(0,0,-5)
0 1/2 0 V
Calculando:
600
b=B"'b=| 68 .
80

0 1/2 0O 12 0
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Por tanto, el conjunto S queda:

s=1j1b, <0}=fo}

—

Podemos ahora calcular el valor maximo de A para el cual la solucién actual sigue
siendo éptima.

b,

- / 68 68 17 .. ..
A= ]&jlegsn - l;'j = Mm{l—z} =—=—; Ve [0,1%] la ‘solucmn actual es Sptima.

Calculamos los nuevos valores de 1a columna de lado derecho:

600) (0
X'y, (A)=b+Ab'=| 68 |+ |-12
: 80 0
- 600 0
2(2)=C,b+2C,b'=C, X',(A)=(0,0.-5). 68 |+1(0,0,-5).| ~12 |
| 80 0,

=-400+ A -0=-400

Particularizando:
Para A = 4 = 17
3
600 ,
X,=l 0| ; Z'=—400
80

Sustituyendo los valores obtenidos en la tabla éptima nos queda:

X, X, X3 X4 X5 X¢ LD
Z | -1r 0 0 512 0 -20 -400
X3 10 0 1 -15 0 0 600
X; | -12 0 0 12 1 1 0
X, | 12 1 0 12 0 0 80
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Problemas de Programacion Lineal

Esta es la solucidn Gptima en el intervalo de A e [O, 1?7] Observamos en la

tabla que para A= 1% aparece una solucién dual alternativa.

B=(a,,a,,q,)

X3
luego: X, = X |

>

2

Aplicamos el Simplex dual para analizar la solucién alternativa:

zZ,-C Z —-C,
e =Min[ L ]:yrj<0}

yrk JeR yrj

r = 2, La segunda fila corresponde a la variable X5 que deja la base.

Zk - Ck
Yrk

M -1/2 - 20:|
i VTR
K =1, es decir la variable X; entra en la base ocupando el lugar de Xs.

pivote: yp; = -1/2

Pivoteando, la nueva tabla queda:

X, X, X, X, X5 X4 LD
7 0 0 0 3 1 19 -400
X3 0 0 1 5 20 20 600
X, 1 0 0 -1 2 2 0
X, 0 1 0 1 1 1 80

De nuevo calculamos la columna de lado derecho.

(1 -5 =20 | :
B'=[0 -1 2 ; ¢, =(c,,c,,¢,)=(0,~2,~5)
0 1 -1 |
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Los célculos se realizaran de forma absoluta tomando como referencia los valores
originales del problema.

1 -5 -=20) {3000 1960
pb=B"'b=|0 -1 2 || 160 |=|=136

0 1 -1 12 148

1 =5 -20)(0) (-240
b'=B~'.b'= -1 2 |-lol=| 24
0 1 -1)1l12 -12

S'={j/l?j<o}={1,3}

b
~ ~j 1960 148 49-37] 49
— Mi LA G ¥ £ — = Mind—,— b =—
A Aj{?’l{_b } Mzn{ 240 7 12 } m{ 6 3 } 6

!
j

Bs decir, VA e [1% ,4%] la solucién actual es éptima.

Para este intervalo, los valores parametrizados de las variables basicas y de 1a fun-
cién objetivo quedan:

1960 —240
X', (A)=|-136 |+A| 24
148 -12
1960 —240
z'(24 )=(0,-2,-5)-{-136 |+ 1 (0,-2,-35).| 24
148 ~12
Solucidn éptima en el intervalo A [1—37- , 4_69]
~ 4
Para A =4 =~2
6
0
X',=60|; Z'=-370 um.
50
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Problemas de Programacion Lineal

Sustituyendo estos valores en la tabla anterior nos queda:

Z 0 0 0 -3 -1 -19 -370
X3 0 0 1 -5 20 -20 0
X1 1 0 0 -1 -2 2 60
X, 0 1 0 1 1 -1 50
La solucion alternativa aplicando el algoritmo Simplex dual serfa:
Sale Xs=r=1
Z,-C, [— 3 —.19} 3
—=Min|— ,——|=—=K=4
han ~57-20] 5
X,: entra en la base.
X5: sale de la base.
V14t pivote yiy = -5.
Pivoteando obtenemos una solucién alternativa:
Xy X, X, X, Xs Xq LD
Z 0 0 -3/5 0 -13 -7 -370
Xy 0 0 -1/5 1 -4 0
Xi 1 0 -1/5 0 -6 60
X, 0 1 175 0 5 -5 50

Repetimos nuevamente el proceso, analizando la perturbacion de la columna de
lado derecho.

~1/5 1 4
B'=|-1/50 6
1/5 0 -5

~1/5

1

b=B"''b=|-1/5 0 6

/5 0

.

*—\ R
4 (3000
160

-5l 12

-392
~528
540
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-1/5 1 4)(o0 48
b'=B7-b'=|-1/5 0 6 [-|0|=| 72
- 1/5 0 -5){12) {-60
S ={3} ' : -

~ 1540
=i

49 .
Solucién éptima €n el intervalo 4 [? i 9}; En este intervalo, los valores

parametrizados de las variables bdsicas y de la funcién objetivo son:

~392 48
X', (1 )=|-528|+4]| 72
540 - 60

z'(2)=0-2-5)X,(4)

40
. X, =[120
Para A=1=9{" °
0
Z'=-240

Sustituyendo estos valores en la tabla anterior obtenemos la tabla para A=9:

X, X, X3 X, X5 X4 LD

7 0 0 315 0 13 -7 -240
X, 0 0 -1/5 1 -4 4 40
X, 1 0 -1/5 0 -6 6 120
X, 0 1 1/5 0 5 5 0

Aplicando el método Simplex dual obtenemos una solucién alternativa.

Entra una variable artificial en la base (Xg4). Con valor nulo ocupando la posicién

de la variable X, que abandona la base.

Tras pivotear, la nueva tabla quedaria:
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X, X, X, X, X, X, LD
7 0 /5 2225 0 20 0 240
X, | o 4/5 25 1 0 0 40
X, 1 6/5 125 0 0 0 120
X, | 0 175 BY% 0 q 1 0
~1/25 1 0) (3000) ( 40
b=B'-b=|1/25 0 0| 160 |=| 120
~ -1/25 0 1){ 12 ) |-108
~1/25 1 0)(0) (o
b =F'-b={1/25 0 0|[0(=|0|>0

-1/25 0 1) {12 12

§ = {0} Matematicamente significa que la solucién actual es 6ptima VA €[9,]

Sin embargo, para A>9 la variable artificial X de la base tomarfa valor no nulo,
por lo que a partir de A=9 la solucién es no factible.

50000 50000
2-X,+5-X, Z2'(D)

La expresién que dirige los costes es: Z =

Recapitulando:

) . , ‘ ; 17-12 ;
¢ Si el pedido minimo es de 0 a 68 (1-12=—3—=68) trajes, el coste de

fabricacién permanece constante en 125 uds. monetarias.
La produccidn sigue la ley:

X =0 Trajes tipo A. -
X, =80 Trajes tipo B.

' C 49-12
e Si el pedido minimo va de 68 a 98 (&-12=T=98)trajes, el coste de

fabricacién varia del siguiente modo:.

5 |
7220000 e 1252 13513 wm,
z'(1) |
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Se fabrica X y X; segdn X'B (l )

« Siel pedido aumenta de 98 a 108 (4 -12 = 9-12 = 108) trajes, el coste de fabricacién

50000
varfa del siguiente modo: Z = E:(—)T)-desde 135°13 2 208’3 u.m.
Se fabrica X; y X, segin X', (1 )

e Si el pedido aumenta a mas de 108 trajes, Z permanece constante en 208’3 w.m.

No se puede fabricar més porque en este punto se han agotado los recursos, por
esta razén entra la variable artificial nuevamente en la base.
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PROBLEMA 18

Una compaiifa filial de unos grandes almacenes fabrica dos tipos de productos del
género de alta costura: vestidos para sefiora y trajes para caballero. Un contrato pre-
vio establece que la empresa ha de producir al menos 30 vestidos o trajes en cualquier
combinacién de cantidades a la semana. Ademas, los acuerdos sindicales del sector
exigen que las médquinas de costura funcionen al menos 40 horas por semana, que es
lo que se considera un periodo de produccién. Cada traje de caballero necesita dos
horas de costura por parte de la inica maquina disponible, mientras que cada vestido
de sefiora lleva una hora de maquina. Asimismo, cada vestido realizado cuesta 20.000
pts v cada traje 24.000 pts.

a) Formular un problema que minimice los costes totales de produccidn.

b) Formular el problema suponiendo que tuviésemos como objetivos no tener cos-
tes superiores a 600.000 pts y utilizar exactamente 40 horas de mdquina a la
semana, siendo el primer objetivo doblemente importante que el segundo.

¢) Formular y resolver el problema de minimizacién de costes suponiendo que el
contrato previo establece ademds que el niimero minimo de vestidos a fabricar

sea 10, y el de trajes 5. Por el contrario, el mismo contrato estipula que no se
pueden producir mds de 10 trajes de caballero.

SOLUCION:
a) Se trata de establecer una planificacién semanal de la produccion.
Llamando:

X : n° de vestidos fabricados.
X, : n° de trajes fabricados.

Este problema habria de resolverse teniendo en consideracidon que se trata de
variables enteras. No obstante, dado que aplicando el Método Simplex se obtiene una
solucién entera no es necesario recurrir a técnicas propias de la programacion entera

para obtener la solucién correcta. »

La formulacién del problema corresponde a la siguiente expresion:

Min Z=20X, +24X,
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S.a.

X, + X, 230}

X,,X,20
X, +2-X, 240} P2

—

b) Programacion por objetivos. La formulacién de este problema queda:

Funcién objetivo:

Min Z:@>yl+ +y; +¥;
S.a.

Restriccién no flexible: X, +X,230

20-X, +24-X, —-600 =y -y
Restricciones flexibles: X, +2-X, —-40 =Yy, =¥,
X, X,y 720 (i=1,2)

¢) El planteamiento para esta parte del problema corresponde a la expresién:

Min Z =20-X, +24-X,

X, + X, =30
X, +2-X, 240

X, 210, X,,X,20
X, 25
X, <10

Resolvemos el problema como uno de variables acotadas en el que hay que intro-
ducir variables artificiales. Utilizamos el método de penalizacién con M=50.

Min Z = 20X, + 24X, + 50-X, + 50-X
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X, + X, -X, + X =30
X, +2-X, -X, + X, . =40

X,210; 5<X,<10; X,,X,,X,,X,20

X5, X¢ @ Variables artificiales.

Como se trata de un problema de minimizacion interesa asignar inicialmente las
variables a su cota inferior.

X, =1,=10 X,=1,=5

B:[ES ’a_é]; le[c_ll N7 .’43 ,a4]; N, =[0]

X, 10

_ — X 5 _

b =X =5 (=) o7 T =Xw =10}
3
X, 0

Valores de las variables basicas

- . 10
e o = = = = = — _ (3011 -1 0]]|5
X,=b=B"-b-B"'-N,-I, -B -Nz-uN2=[40)—[1 . _1]- N
0
= (Xs) = (30) - (15] = (15) >0 Solucién factible
X, ) 40/ (20) {20/
Los valores de 1a fila cero para la primera tabla quedan:
z=C, B 5-(C, B F,-G, ), =(so,so).(jg)-
10
—((50 50).[1 bl Q}—(zo 24, 0 0))- > | = 35001430 = 2070
’ 12 0 -1 ’ T 0
: 0

141

© Del documento, los autores. Digitalizacion realizada por ULPGC. Biblinteca Universitaria, 2008



Javier Osorio Acosta

_ 1 ,
Z,—C, =C,B @, —c,=(50, 50)-@—20 =80

La primera tabla serfa:

itn realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2008

1 1 1 1

X4 X, X5 X, X5 X4 LD
z 80 126 -50 -50 0 0 2.070
X; 1 1 1 0 1 0 15
X¢ 1 2 0 1 0 1 20

1: cota inferior

u: cota superior

Aplicando el algoritmo Simplex para variables acotadas:

. = Max!z, —C,-)=126=Z2—C2 . K=2; KeR,

jeR; )
15-0 20-0} b, =g
ni——, = =l=10=
7= M’”{ 1 2 Voo

X,: Candidata a salir de la base.
¥, =c° ;yaque 3, 20

Yy =u,—1, =10-5=5
A, = Min(i0, -, 5)=5=7,
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Segun el algoritmo Simplex para variables acotadas no hay cambio de base,
X, =u, =10 (X, pasa a su cota superior sin que en su crecimiento desde su cota
inferior sea bloqueada por ninguna variable bésica). Sin embargo, es necesario
calcular aparte los nuevos valores de la columna de LD:

z

Z2-(z,-C,)-A, =2070~(126)-5=1440

b5 =)o) <o)

Sustituyendo en la nueva tabla y repitiendo el proceso:

1S
]

1 u 1 1
Xy X, X3 X, Xs X¢ LD
Z 80 126 -50 -50 0 0 1.440
X5 1 1 -1 0 1 0 10
X5 1 2 0 -1 0 1 10
.= Ma{ Maxlz, <), Maxlc,2)]
JEH J&Hs
o, = Max(so, -126)=80=2,-C,; K=1; KeR,
k
: . (10-0 10-0 Lo . .
y, = J M, zn(-—l—- T): 10 Es indiferente coger una u otra variable para salir de la base
=

X candidata a salir de la base (podria haber sido X )
y, =oco; debido a que 7, 20
Yy =u, —1 =c0c=10=0c0
A, = Min{10, o, «}=10=y,

X, entra en la base y sale Xs.
Pivoteamos sobre y,; excepto la columna de LD que se calcula aparte:

Z=72-(z,-C,) A, =1440~-(80) - 10= 640

_b-y.A, ={1§}—(1)1°=[3) |

I
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b, =1, +A, ; b=l +A, =10+10=20

Tras el pivoteo y sustituir los valores de la columna de lado derecho, la siguiente

tabla queda: N
u 1 1 1
Xy X, X3 Xy X5 Xs Lb
Z 0 46 30 -50 -80 0 640
X, 1 -1 0 1 20
X 0 1 1 -1 1 1 10

Repitiendo el proceso:

a, = Max(30,-46 )=30=2,-C,;; K=3 ; KeR

0-0 :
7, = (T) =0; X, candidata a salir de la base

_(05;2()]_
y’l_ 1 -

’)/3 :u3—-l3 :oo-—O:oo

A, = Minfo, =, =)=0=7,
X sale de la base y entra X;.
Pivoteo sobre y,; La nueva columna de LD queda:

Z = 640 - (30)0 = 640
= _[20) (1 _(20)
2=lo L1 )% o)

b, =0+0=0

Tras el pivoteo y sustitucion de los valores de la columna de lado derecho, la

siguiente tabla quedaria:
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u 1 ] 1

X, X, X3 X, X5 X¢ LD
7 0 16 0 20 -50 -30 640
X, 1 2 0 -1 0 1 20
X, 0 1 1 1 -1 1 10

o < 0. La tabla actual es 6ptima.
Planificacion semanal:

X1 =20 vestidos.

X, = 10 trajes.

Z = 640.000 pts de coste.

X3, X4, = 0 Se cumplen los requisitos estrictamente.
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PROBLEMA 19

Una factorfa de fabricacién de muebles de cocina produce mesas plegables espe-
ciales para ganar espacios ttiles. En la actualidad comercializa tinicamente dos mode-
los de mesas. Fl pequeiio, que supone unos beneficios netos de 10.000 pts por unidad,
siendo el tiempo necesario para su fabricacion de 1 hora. El modelo grande implica
unos beneficios netos de 15.000 pts por unidad siendo necesarias 2 horas para la
fabricacién de cada mesa. El incremento experimentado en la compra de viviendas
hace que la demanda haya crecido notablemente en los dltimos tiempos, hasta tal
punto que la demanda de mesas pequefias es, cuando minimo, superior a las 300 uni-
dades semanales. Sin embargo, el segmento de las mesas grandes estd restringido a
una demanda méxima de 400 unidades semanales.

Esta empresa ha establecido dos objetivos que pretende cumplir por orden de
importancia:

a) Alcanzar unos beneficios netos semanales de al menos 11 millones de pts.

b) Evitar una utilizacién inferior a la capacidad productiva semanal de la empre-
sa, que en la actualidad se cifra en 1.300 horas.

Establecer c6mo habrfa de ser el esquema productivo semanal para esta empresa
con objeto de intentar satisfacer ambos objetivos.

SOLUCION:

Segtin el enunciado se trata de un problema con dos objetivos de distinta importan-
cia en el que las variables de produccién se encuentran acotadas. El planteamiento seria:

Llamando:

X,= unidades de mesas pequeifias por semana.
X,= unidades de mesas grandes por semana.

Dado que las cantidades previsibles que pueden tomar las variables X; y X, en el
Optimo son elevadas se puede considerar como vilida la resolucién del problema

como uno de programacion lineal sin atender a consideraciones relacionadas con los
necesarios valores enteros que han de tener las variables al final del problema.

Min Z=M"-y +y,
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S.a.
10-X,- +15-X, —11000 =y -y
X, +2-X, -1300 =yi-y; y -y =0
X, 4 =300 v, ¥, =0
X, <400

Con.y .,y ,¥5,¥, 20

En cuanto a M, lo podemos hacer M = 10, indicando que el primer objetivo es mas
importante que el segundo. Quedando:

Min Z=10-y, +y,

S.a , }
10-X, +15-X, -y +y; =11.000

X, +2-X, —y;+y, =1300

X, > 300

X, <400

Con y/,¥%,5,,¥, 20

Dado que existen dos variables acotadas es por lo que resulta conveniente resol-
ver el problema mediante el algoritmo de variables acotadas.

L1015 -1 1 0 0] Bl o]
Stz 0 0 -1 1) TTAe %

Inicialmente situamos a X; en su cota inferior y a X, en su cota superior debido a
que X, lleva asociado un mayor beneficio unitario, y;*, y,* en su cota inferior.

, 300
I, =X, =300 e S IR S
u, = X, =400 I 0 =1 TN
? 0
T T 7
ay, a.;l*‘av{
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Valores de las variables bdsicas:

(y']:}?B=§—1-E—E-‘1-N‘1-l—m—E“-Nz-ﬁsz:
11.000) (10 -1 O
“l1300) L1 0 —1

11.000 3.000 6.000 000
:[ ]— ( ) ( ] ( 200 ) {Solucién factlble)

1.300 300 300

* (400)

Valor de la funcién objetivo:

y-1, —(C,+B™ CNZ) uN2=

.5 —-(C,-B'-N,~-C,

o

Z=C,-

1

(10, 1)- 11000 - (10, 1) o - O -0, 0, 0) 0, 1) 20| 400=
A 1300 ’ 1 0*-1 2)” -
= 111.300 - 30.300 - 60.800 = 20.200

Légicamente, equivale a Z =10+ y” +y; = 10 - 2.000 + 200 = 20.200

Resto de valores de la fila cero:

La primera tabla serfa:
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1 u 1 1

Xy X, 1 i y2' %) LD
Z 101 152 710 0 1 0 | 20200
vy | 10 15 1 1 0 0 2.000
Vr 1 2 0 0 B 1 200

1: cota inferior
u: cota superior

o, =101>0; K=X, Ke%,

Ly,

b—1, -
.| . (2000-0 200-0 . b, —
v, = Min Yix >0 =Mm( . j=Mm(200, 200)=200=—"-
Iism Yik 10 1 Yn

(Se ha cogido €l primer valor aunque cualquiera de los dos hubiese sido vélido)
Yy=e ; ya quey 20
Vi=u; — I, =00 —300=00

AXl = Min(}’l»%,?’;) )
Ay = Min(200, o, o)=200

y; sale de la base y entra X;. Pivoteo sobre yy;.

La columna de LD quedaria:

Z=2-(Z~Cy) Ag=20200-101-200=0

. 2000y (10~ (0} .

X, =1y, +Ay, =300+200=500

(=

Tras el pivoteo y sustituyendo la columna de lado derecho, la nueva tabla queda:
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u 1 1 1
X X, v Y1 y2' Y2 LD
Z 0 0’5 0’1 -10°1 -1 0
X 1 1’5 -0’1 _01 0 0 500
Yy 0 0’5 0’1 01 -1 1 0
1: cota inferior
u: cota superior
Repitiendo el proceso:
MQX(ZJ'”CJ)Z(” ] '
= a,=01>0; K=y KeR,
Max(c,~2,)=-05
JEN,
0-0 ]
_ = 0
7/] 011 5
00— 500 .
Y, = o1 - o0 Ay;':.Mln(O, oo, oo):()
Yy =o00— NS
Sale y, de la base y entra y;*. Pivoteo sobre y,;.
Actualizacion de la columna de LD.
Z=2-(Z¢-Cg) Ay=0-01-0=0
. 500 -01 0 500
o _é - ykAk - O - 0!1 - 0
W=l,+A,=0+0=0 ' '
Tras pivotear nos queda:
u 1 1 1
Xy X, y1' y1 y2' Y2 LD
F7 0 0 0 -10 0 -1 0
Xy 1 0 -1 1 500
v 0 5 1 -1 -10 10 0
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&, =0 Soluci6én Gptima (degenerada)

Existen también dos soluciones alternativas dado que en la fila cero hay dos varia-
bles no bésicas con valores nulos.

=0 -
- Se cumplen los dos objetivos
Y, = 0
Como y, = 0}
y; =0

Se cumplen estrictamente, es decir, se alcanzan unos beneficios netos semanales
de 11 M. pts. Y se utilizan 1.300 horas de capacidad productiva semanal.

Por tanto, el esquema de produccién semanal seria:
X;= 500 mesas pequenas/semana
X,= 400 mesas grandes/semana

Z = 0 Este valor representa que se han anulado completamente las desviacio-
_nes indeseables.
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PROBLEMA 20

Un grupo de inversionistas se plantea la posibilidad de crear una empresa que
compita en el mercado de aerosoles para limpieza del hogar. Para hacer realidad esta
idea pueden conseguir a buen precio la patenite de dos productos liquidos de limpie-
za que en otro pafs han tenido muy buena acogida, lo que les permite ser optimistas
sobre el éxito del negocio. No obstante, deciden hacer niimeros y llegan a la conclu-
si6én de que podrian ganar 20.000 pesetas por cada tonelada del producto A que fabri-
quen, mientras que cada tonelada del producto B les supondria unos beneficios de
27.000 pesetas. En cuanto a recursos humanos, consideran que la planta de fabrica-
cién funcionarfa perfectamente con 5 personas, actualmenie disponibles, trabajando
a razén de 8 horas diarias, pues saben que, en promedio, cada tonelada del producto
A requiere de 2 horas de mano de obra, mientras que cada tonelada del producto B
implica 3 horas de mano de obra. La cuestién del almacenamiento del aerosol produ-
cido se soluciona facilmente porque habria una elevada rotacion con envio todos los
dias de produccioén; sin embargo, la fabricacién del dia si debe ser almacenada en una
serie de tanques con capacidad inicial maxima de 1.500 m®. En este sentido, cada
tonelada del producto A ocupa 8 m®, mientras que cada tonelada del producto B ocupa
10 m?.

Por condiciones del entorno empresarial, si se deciden a participar en la fabrica-
cién de alguno de los dos productos, deben comprometerse a fabricar una cantidad
diaria minima, mientras que, también para no provocar una guerra de precios con la
competencia, no deben fabricar mds de una determinada cantidad diaria de produc-
tos. De esta forma, estiman que la cantidad minima de A que se debe producir ha de
ser de 1 tonelada, mientras que para el elemento B debe ser 2 toneladas. Las cantida-
des maximas, por el contrario, serian 15 toneladas para el producto A y 10 toneladas
parael B.

Finalmente, como condicion absolutamente indispensable para hacer la inversion,

se plantean que los beneficios sean como minimo de 500.000 pesetas diarias por la

fabricacion de estos productos. Por otra parte se plantean como objetivos a intentar
cumplir el no usar mds mano de obra que la disponible diaria con que cuentan, ni tam-
poco tener que utilizar mayor capacidad de almacenamiento de la que actualmente
poseen.

Con estas condiciones, ;cudl habria de ser la cantidad diaria de cada producto a
fabricar?

SOLUCION:

Se trata de un problema en el que existe una condicién que ha de cumplirse for-

- zosamente (restriccion no flexible) y dos objetivos que se ha de intentar cumplir (res-

tricciones flexibles).
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Llamando:

X: Toneladas del producto A que se fabrican diariamente.
X,: Toneladas del producto B que se fabrican diariamente.

La formulacién del problema, en funcién del enunciado quedarfa:
MinZ =y +y,
S.a:

20-X, + 27-X, = 500

2-X, + 3-X, = 40 + yi - y
8-X, + 10-X, = 1500 + yi. — ¥
Con:
1<X,<15 ViV »YasY, 20 2<X,<10

Al afiadir variables de holgura se observa que no se obtiene una base identidad ini-
cial, por lo que es necesario afiadir una variable artificial. Para eliminar esta variable
se utilizard el método de penalizacién con M=10.

MinZ=y/ +y, +M-X,

S.a;

20X, + 21°X, - X, + X, = 300
2-X, + 3-X, -+ oy = 40
8-X, + 10-X, -y, + ¥ = 1500
1<X, <15 X;,X,20
2<X,<10 Yi¥»Y3.Y: 20

~

La matriz de restricciones correspondiente a este problema queda:

20 27 -1 1 0 0 0 0
A={2 3 0 0 -11 0 O
8 10 0 0 0 0 -1 1

153

ion realizada por ULPEC. Biblioteca Universitaria, 2006

ios autores. Digitali

© Del



Javier Osorio Acosta

N )’E

La base seria: B=[5X ,a _,a :|
4

Como el problema debe resolverse por variables acotadas, primero se hace un tan-
teo para asignar las variables no bdsicas a §us cotas superiores e inferiores y compro-
bar si la solucién es factible.

N, ;[Ex3, Ei)‘?” CT‘;ZI 5 N, =[‘Tx1’ax2}
Ya que interesa que X; y X, sean lo mds grande posible.

Para comprobar la factibilidad se utiliza la expresién correspondiente del algorit-
mo de variables acotadas.

X,=B"5-(B" N, I, )-(B" N, &,)=

500) (-1 0 0 (0] (20 27} ¢
=| 40 |-| 0 -1 o0 ||0]-]2 3.()=

1500) L0 o -1)l0) {8 10

500 0} (570 =70
=| 40 |-|0{—| 60 |=|—20 |Asignacion no factible
1500, (0) {220 280

Se prueba otra asignacién de variables no basicas situando tinicamente en su cota
superior a la variable con mayores beneficios asociados.

le[ax,’“x3’ay]+’ay;} ; sz[axz]

500 20 -1 0 0)(0) [27
X,=/ 40 |-|2 0 -1 0 (]0|-| 3 |10=
1500 g8 0 0 -1)l0) {10

500 ) (20) (270 210 A
= 40 |—| 2 |—-] 30 |=| 8 |Asignacion factible
1500 8 100] (1392 ”
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X,: Cota superior.
X;: Cota inferior.

Valor de la funcién objetivo.

z=C, B 5-(C, B N,-C, )5, -(C, B F,
0
500 20 -1 0 0
, 0
=(10,0,0)-] 40 |-|(10,0,0)-]2 0 -1 © -1,
1500 S8 00 -1 |,
27
~(10,0,0) 3 |-0|-10=5000—-200-2700 = 2100
10

Los valores de la fila cero para la primera tabla quedan:

20
Zy —Cy =Cy-B™ -3y —cy =(10,0,0)-| 2 |-0=200
g
27
Zy, —Cy, =(10,0,0)-| 3 |-0=270
10
| -1
Zy, = Cy, =(10,0,0)-[ 0 |-0=-10
0
O B
Z,-C,=(10,0,0)|-1|-1=-1
¥ ¥y ~
1 1 0
0
z,-C, =(10,0,0)-| 0 |-1==1
¥2 "2 :
: -1
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La primera tabla seria:

1 u 1 1 1

Xy X, X3 Xy | ¥ yr ¥ | y2 LD
Z 200 270 -10 0 -1 0 -1 0 2100
X, | 20 | 27 1 1 0 0 0 210
v | 2 3 0 1 1 o] o 8
Yo 8 10 0 0 0 —1 1 1392

1: cota inferior
w: cota superior

Aplicando el algoritmo de variables acotadas:

06, = Max(200, —270)=200; K =1

K e R, ; X, escandidato a entraren la base.

I<i<m

20 0 27 8

(b -1, (210-0 8-0 1392-0
Y, = Min 1Yz > 0= Min =

Yir
= Miﬂ(l 05, 4, 696) =4 ; y; candidata a salir de la base.
V2= 3 ¥ 20 4
Yoy~ =15-1=14
A, = Min(7,.7,,7,) = Min(4,,14) =4 =7,

Por tanto, y; sale de la base. Pivote y»i.

Valores de la columna de lado derecho:

X, {210} (20 130
Xp=b-¥Ay; |y (=] 8 |=[2[4=] 0
y; ) \1392) |8 1360
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X,=L+A,; ConX =1+4=5

Z=2-(Z,~C,) A, =Z—(Zy —Cy,)-Ay =2100—-200-4 = 1300

La nueva tabla, tras el pivoteo queda:

u 1 1 1 1
X3 X X3 X4 r i ' | ¥ LD
0 -30 -10 0 99 -100 -1 0 1300
X4 0 -3 -1 1 10 -10 0 130
X4 1 1’5 0 -0’5 0’5 0 0 5
Yy 0 2 0 4 -4 -1 1 1360

Repitiendo el proceso:

o, = Max(99,30)=99; K =y!; KeR,

y1* cadidata a entrar en la base.

, (130—0 1360—0

Y, =-Min T ) =13 ; X4candidata a salir de 1a base.
15-5 . .

Y2="g5 = 20 ; X, candidata a salir de Ia base.

V3=

Ayt = Min(13,20, ) =13=7,

X, sale da la base. Pivote y;s.

LLa nueva columna de lado derecho queda:

x,) (130) (10 0"
X, |=| 5 |-|-05|13=]| 115
v2) \1360) { 4 ) 1308
yy =0+13=13
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Z =1300-(99-13) =13 ( Coincidiendo con el exceso de horas hombre )

Tras el pivoteo, la tabla queda:

u 1 1 . 1 1
X; | X X3 Xy 1" i y2' | ¥y LD
Z 0 -0’33 -0’1 -9’9 0 -1 -1 0 13
yi' 0 -0’3 -0’1 0’1 1 -1 0 13
Xy 1 1’35 -0’05 0’05 0 0 0 11°5
Yo 0 -177 01 -0’1 0 3 -1 1 1308

Esta solucién se acerca mucho al 6ptimo, siendo lo tnico que lo evita el valor
Zx,- Cx,< 0 y corresponde a una variable en su cota superior. Este resultado
podria considerarse como bueno, habida cuenta que el valor -0’33, al ser casi cero
indica que existe una solucién alternativa, en este caso un poco mejor ya que serd:
(Zx, - Cx,) Ag y como ya se ha indicado, el valor Zy, - Cx, es bastante pequefio.

No obstante, continuando con el proceso:

o = Max(Max(~01, —1,-99) ; Max(033))=033> 0 ; Solucién mejorable.

X, candidata a entrar en la base; K € R,

15-0 (1308-0)
= M . = 7 ! foed : +
"= m(_ Co3 - 1,7)) Min(50,769'4) =50 ; y;

candidata a salir de la base.

15-11'5 '
Y, = Min(_T?;S—) =26 ; X, candidata a salir de la base.

Yy =uy—1, =15-1=14

A=A, = Min(50,26,14) = 26 = 7,

X, entra en la base.
X sale porque alcanza su cota superior.

La nueva columna de lado derecho queda entonces:

Z=13+(~033)-2'59 = 12'223
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13 -013 12'223
b=| 115 |+ 135 |-:259=| 15 |« X, en su cota superior.
A1308) (-17 1303'6

b, =u, —A, =10-2'59 =741

Pivoteando sobre el término y,,, la tabla queda:

u 1 1 1 1

Xy X X3 X4 yr 1 2| ¥2 LD
Z 024 0 0’11 -9’89 0 -1 -1 0 12’223
yi 022 0 0’1 0’1 1 -1 0 12°223
X, 07 1 -0°03 0°03 0 0 0 0 7’41
A7 126 0 0’03 -0’03 0 -3 1 1 1303’6

oy = Max(Max(-011,-9%89 , -1, -1), Max(- 024)) <0
Solucién 6ptima.
Resultados:

X;= 15 Tm del producto A a fabricar diariamente
X,= 741 Tm del producto B a fabricar diariamente

y;"= 12’233 horas hombre adicionales a las 40 que se consideraban inicialmente
que se hacen necesarias para cumplir el objetivo inflexible de beneficios. No se cum-

ple el objetivo de la mano de obra.

v, = 1303’6 m’ de capacidad de almacenamiento diaria sobran con este esquema
productivo. Se cumple el objetivo de aimacenamiento.

La funci6n objetivo Z=12"223 coincide con el exceso de mano de obra (y1") al
estar esta variable en la funcién objetivo.
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PROBLEMA 21

El discreto y formal cantante Jeésulin de Lubrigue ha decidido que lo suyo no son
ni-los cuernos ni los focos del escenario, sino la produccién de los compact-discs
(CD’s) y de los casetes tradicionales debido a que, segin €l, “er product6 se lleva lo
mejo del pastel”. Ante tamafio argumento ha montado su propia firma musical, en la
que, como 1o, 1 mismo constituye la principal estrella.

Tras estudiar el proceso de grabacion y elaboracién descubre que la produccion de
una bateria de CD’s (que incluye 10 unidades de éstos) le puede generar unos bene-
ficios netos de 15.000 pts. Por otra parte, una bateria de casetes (también con 10 uni-
dades) le puede reportar unos beneficios netos de 10.000 pts. El tiempo necesario en
la estampacion y embalaje de una baterfa de CD’s es de 2 horas, mientras que el nece-
sario para la grabacion y embalaje de una bateria de casetes es de 1 hora. El éxito
experimentado por este personaje en el mundo de la cancién le ha significado un
incremento notable en las ventas de CD’s, hasta tal punto que la demanda de éstos es,
cuando minimo, superior a las 300 baterias semanales. Sin embargo, en lo que res-
pecta a la venta de casetes, al tratarse de un tipo de sistema musical en declive, su pro-
duccién ha de estar restringida a un méximo de 400 baterias semanales.

Al frente de su nueva empresa, los objetivos que se ha propuesto cumplir, por
orden de importancia, son los siguientes:

a) Alcanzar unos beneficios netos semanales de al menos 11 millones de pts.

b) Evitar una utilizacién inferior a la capacidad productiva semanal de su empre-
sa, que en la actualidad se cifra en 1300 horas.

Establecer cudl habria de ser la produccién 6ptima que deberfa definir para inten-
tar cumplir tales condiciones.

SOLUCION:

Este problema responde a una formulacion matematica idéntica a la del problema
19, por lo que se aplican las mismas consideraciones con respecto a los valores ente-
ros del resultado. Se ilustrard obteniendo una solucién altenativa.

Llamando:

X;: n° de baterfas de CD’s.
X,: n° de baterias de casetes.

Se trata de un problema de Programacién por Objetivos.
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El planteamiento obedece al siguiente esquema: (Donde el valor M representa la
ponderacién asignada a uno de los objetivos para potenciarlo mds que al otro)

MinZ=My  +y,

S.a:

15-X, + 10-X, - 11000 = y; — y;
2-X, + X, - 1300 = y;, - y,
X, 2300

X, <400

YiYr:¥2,¥, 20 A
Pasando a la forma estdndar y dédndole a M el valor de 10 tenemos:
MinZ =10-y; +y,

S.a:

15-X, + 10-X, + y/ - ¥ = 11000
.3005X1Soo . ->0‘

0< X, €400 YisdsY2s¥2 2

Resolvemos por el método de variables acotadas:
Inicialmente situamos a X, en su cota superior y a X; en su cota inferior. En este
punto se realiza una asignacion contraria a la efectuada en el problema 19.

Ya

x,|
YN] = y1+

ys .
YM Z{Xz}
C, =(10,1)

Valores de las variables bdsicas:
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[
il

B'b-B"-N,-l, -B"-N,-u, =
11000\ (15 -1 0
“t1300) {2 o -1}

11.000\ (4500) [4000\ (2500 .5
11300 ) {600/ \400) {300

(Solucién factible, es vilida la asignacion realizada)

Funcién objetivo:

z=C, 8" 5-(C, B"-¥,-C, )L, -(C, B"-F,-C,, ) m,

' 11000 (15 -1
Z:(lo,l)-(1300)—[(10,1).-(2 o _1)-0

10y
—[(10,1)-(1)—0]400:111.300 (152,-10,-1)-

=111.300-45.600 — 40400 = 25300

La primera tabla queda entonces:

0, 0
] (101)-400 =

1 u 1 1

Xy X; Y1 vt ¥2© ¥2' LD
VA 152 101 0 -10 -1 25.300
\LB 15 10 1 -1 0 2500
vr | 2 1 0 0 1 1 300

1: cota inferior
u: cota superior
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Aplicando el algoritmo de variables acotadas:
o, = Max(152)=152=Z,—-C;; K=1; KeR,

X: variable candidata a entrar en la base.

. (2500—0 3000
=M TS T,

v, : candidata a salir de la base.

) = Min(166'6,150) = 150

’yzzoo
¥y = 00— 300 = oo

Por lo tanto:

A, = Min(')’p?’z")@)
Ak=v,=150

y, sale de la base. Pivoteamos sobre y,, y actualizamos aparte la columna de lado

derecho:

Z =125.300- 152 - 150 = 2.500

7 N 2500\ (15 150 250
7 ly;) L300) (2) Lo

Por lo tanto y, pasa a su cota inferior.

X, =X,=300+150=450

Tras el pivoteo tenemos:

u 1 1 1
X X o~ y1' Y2 ¥2' LD
Z 25 0 -10 -76 75 2500
Vi 512 1 -1 152 15/2 250
X, 1 12 0 0 12 -172 450

Aplicando de nuevo el algoritmo:
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@, = Max(75)=75=Z ., -C,, ; KeR,

y, variable candidata a entrar en la base.

250—0)_33,3_3)9 —
15/2 )~ -

Y, = Min( 3

y;* candidata a salir de la base.

. (oo—450)
Y, = Min = oo

1/2
’)/3 :oo—O:oo
100
Ak=n=73

Por Jo tanto y,* entra en la base e y;~ sale de la base.
Actualizacién de la columna de lado derecho.

100
Z=2500—75-T=0

7 - 7 250'_ 15/2 1100 _ 0
7\ x,) \450) (-1/2) 3 (4666

100 100
X, =y;:0+T=—3‘=33'33

Pivoteando tenemos:

u 1 1 1
Xy X, yr y1' Yy y2' LD
Z 0 0 -10 0 -1 0 0
vy 0 1/3 2/15 2/15 -1 100/3
X, 1 2/3 1/15 -1/15 0 0 466’6

Como o, =0 - Solucién actual 6ptima con los siguientes valores:
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X; = 466°6; Se recomiendo producir 4.666 CD’s
X, = 400; Se recomienda producir 4.000 casetes
Z = 0; Se cumplen todos los objetivos, no existe desviacion indeseada

En cuanto al recurso humano se tiene:

y: = %9
y; =0
Por 1o tanto se utilizan 1300+T =1333'3 horas. No se infrantiliza la
capacidad productiva de la empresa.
Como: zli f 0 Los beneficios son de 11 millones de pesetas exactamente.
=

Por los resultados obtenidos se observa que el cambio en la asignacion inicial de
los valores de las variables no bésicas ha dado lugar, en este problema en particular,
a la obtencién de una solucién alternativa con respecto al problema 19 (Z = 0).

Dado que en la tabla 6ptima aparecen dos variables no bdsicas con valor nulo en

la fila cero, implica que existe ademds una solucién alternativa diferente a la mostra-
da en el prolema 19.
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PROBLEMA 22

Un laboratorio especializado en la venta de medicinas liquidas para ganado
puede fabricar tres tipos de productos. El producto A genera unos ingresos de
4.000 pts/litro, siendo los ingresos generades por el producto B de 7.000 pts/litro
y de 1.000 pts/litro los del producto C. Los recursos materiales diarios, dedicados
estrictamente al proceso de fabricacién, de que se disponen, ascienden a 150.000
pts. En este sentido, cada litro del producto A consume 2.000 pts de dichos recur-
sos materiales, siendo 3.000 pts/litro lo que implica en costes el producto B y 1.000
pts/litro el producto C. Se estima que los costes totales diarios, afiadiendo costes
fijos y posibles fluctuaciones en el personal a contratar, suponen aproximadamen-
te una cantidad de 200.000 pts diarias. Como consecuencia, cualquier esquema
productivo que se establezca pasa, necesariamente, por asegurar que al menos se
ingresen diariamente 50.000 pts mds de lo que suponen los gastos totales del labo-
ratorio.

En el capitulo de personal, el laboratorio cuenta con 6 empleados, contratados a
jornada laboral diaria de 8 horas, dedicados a la fabricacién propiamente dicha. Su
versatilidad es elevada, 1o que les permite dedicarse indistintamente a la fabricacién
de cualquiera de las medicinas. En esta linea, cada litro de producto A necesita 1
hora-hombre (h-h), mientras que el B necesita de 2 h-h, y el C de 1/2 h-h. Se desea,
en lo posible, que la fabricacién, sea cual fuere la programacion de ésta, absorba
exactamente la mano de obra disponible.

a) Con los datos ofrecidos, calcular cudl ha de ser el esquema productivo diario
del laboratorio.

b) Estudiar qué sucederia si, por una reduccién importante en los costes fijos, solo
fuese necesario ingresar diariamente al menos 180.000 pts.

c¢) Debido a un exceso de oferta en el mercado, el producto B tiene que venderse

aun precio inferior, lo que supone que los ingresos por litro se reducen en 1.000
pts. Estudiar como afecta este cambio al proceso productivo.

SOLUCION:
a) Llamando:
X = Litros diarios de A producidos.

X, = Litros diarios de B producidos.
X3 = Litros diarios de C producidos.
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Se trata de un problema de programacion por objetivos con restricciones rigidas y
flexibles. Resulta absolutamente imprescindible que los ingresos excedan en, al
menos, 50.000 pts los costes diarios, lo que lleva a una restriccién del tipo:

4- X +7-Xy + X5 2200 + 50

Por otra parte, los recursos financieros dedicados exclusivamente a fabricacién no
deben superar las 150.000 pts. Es decir:

2-X1+3X;+X53<150

Finalmente, se ha de intentar utilizar 1a mano de obra contratada. Para ello se bus-
cara Ja minimizacién de las desviaciones por exceso y defecto.

Min y{ +y;
S.a:

X +2X,+ ¥ X3 =(6:8)+y] —y;

En resumen, el problema a resolver para una planificacion diaria quedarfa:
Min Z=y/ +y,

S.a: |

4-X, +7-X, + X, =250
2.X, +3-X, + X, <150
X, +2-X, + A-X, =484y -y

Con X,,X,,X,,y/,y; 20

Expresando el problema en forma estdndar es necesario afiadir una variable artifi-
cial. Para eliminarla de la solucién 6ptima se utilizard el método de penalizacién.

Min Z=y; +y; +MXs

=

S.a:
4.-X, +7-X, + X,-X, +X, =250
2-X, +3-X, +X, +X, =150
X, +2-X, +4-X, -+ =48
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Con X,,X,,X;,X,, X5, X, 7,y 20

Xe: variable artificial
M=10

Matriz de restricciones:
|F4 71 101 0 OT[
A=(2 31 0 10 0 O
Lz% 0 00—1‘1J
La base queda: §=[56, a,, Zz'_]

b

Con
jxs 250
X,=1X,(=B"-b=1150
Lyf 48

Célculo de los valores: Z; —C; = C, B @ ;—¢; paralafila cero.
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) 0
zZ ~-C,=(10, 0, 1):{ 0 |-1==2
1 Ly .
-1
Funcién objetivo:

z=C,-B™-b=(10, 0, 1)-

( 250} '
150 |=2.548
4s)

La primera tabla quedarfa:

X; | X3 X3 X4 Xs X | 1 | LD
Z 41 72 2172 -10 0 0 2 0 2.548
X¢ 4 7 1 -1 0 1 0 250
X5 1 1 0 0 150
Y1 2 172 0 0] 0 -1 1 48
Iterando:

X; | X X3 Xy X5 X 1| vr LD
Z 5 0 -7’5 -10 0 0 34 -36 820
Xs 0’5 0 -0’75 -1 0 1 3’5 -3’5 82
X5 0’5 0 0°25 1 0 1’5 -1’5 78
X, 0’5 1 0’25 0 0 0 -0’5 0’5 24

X | X X3 X4 X5 X¢ | v | wr LD
VA 0’14 0 -0’21 -0’29 0 9’71 0 -2 23743
yit 014 0 021 | 029 0 029 1 -1 2342
Xy 0’29 0 0’57 0’43 1 -0°43 0 0 42’86
X, | 57 | 1 | 014 | 014 | 0 | 04| 0 3571

X; | Xz X3 X3 | X5 Xg 1 1 LD
VA 0 -0’25 | -0’25 | 0’25 0 -9’75 0 -2 14’5
i 0 -0°25 | 0’25 | 025 0 0’25 1 -1 14’5
X5 0 -0’50 0’5 0’5 1 -0’5 0 25
X3 1 1’75 0’25 -0’25 0 0’25 0 62’5
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Solucién 6ptima:

X, = 62’5 litros diarios de A
X, = 0 litros diarios de B
X3 = 0 litros diarios de C -

y1* = 14’5 horas de exceso sobre la 48 horas de que se dispone inicialmente. Para
cumplir con el objetivo de ingresar al menos 250.000 pts diarias es necesario contra-
tar 2 personas mds. ( 8 horas x 2 personas = 16 h - h > 14’5 h - h necesarias. )

X5 = 25.000 pts de recursos materiales para fabricacién sobran, con lo que
podria ser utilizada esa cantidad para la contratacion de la mano de obra necesa-
ria. Otra alternativa serfa considerar que los costes totales disminuyen en
200.000-25.000 = 175.000 pts. Por tanto, habria que replantear el problema con
la 1% restriccion de la forma 175.000 + 50.000 = 225.000 o, mejor atin, un andli-
sis de sensibilidad con b’} = 225.

N
b1 =250; > b, =180

( 1801

Como b'=B"" b, siendo'l—;'=L150J
48

lr 025 0 —ﬂl Iﬁscﬂl —3)
quedaria: b'=|-05 1 0]|150]=|60
[0'25 0 o“48J -45J

b) Nos encontramos ante un andlisis de sensibilidad del vector de lado derecho.

Vemos que en la nueva columna de lado derecho aparece un valor negativo, con
lo que se rompe la factibitidad primal. Es necesario, aprovechando que el problema
es Optimo primal, aplicar el método Simplex Dual.

- La nueva funcién obijetivo tiene como valor:
-3
Z=C, B b'=C,-b'=(1, 0, 0):]60[==3
45
Es decir, sustituyendo en la tabla anterior los nuevos valores para la columna de
lado derecho.
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X1 | X X3 Xy X5 X6 it vr LD
Z 0 |02 |©025 | 025 | 0 | 95| 0 | 2 3
v | 0 |-025 | 025 | 025 | 0 | 025 1 1 3
Xs | 0 |05 | 05 | 05 1 | 05| o 60
X, | 1 | 175 | 025 [025 | 0 | 025] 0 45

Aplicando el algoritmo Simplex Dual:

Z,—C 14~
—=M m[ Ty < 0}
Vi VieR rj
. [__ 025 — 024 -0725 . 2} L Z2 — C2 X2 entra ¢n la base
Mln _ 0125 2 _ O|24 2 . 0125 ? — 1 - y12 y 2 . prOte

Tras el pivoteo queda:

X | X X3 Xy Xs X6 it | yr LD
Z 0 0 0 0 0 -10 -1 -1 0
X, 0 1 0°96 1 0 -1 -4 12
X. | 0 0 |09 | 1 1 1] =2 66
X; 1 0 -1’43 2 0 2 7 -1 24

El nuevo sistema productivo diario serfa:

X; =24 litros de A
X, =12 litros de B
X3 = 0 litros de C

Sobran 66.000 pts de recursos materiales.

~

Se observa que se cumplen todas las restricciones totalmente, ya que

y1+=0 = 7.=0
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sucede al valor Z; -C; correspondiente.
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7 , 6

a, =L3JPasaaser: (72’ =L3J
2 .

[\

| | (0'25 0 -71] (6
El nuevo valor Z, =C,-B @, =(1, 0, 0)]=05 1 0 ||3|=-05
Lo'zs 0 0“2

Por lo que: (Z, - C,) =2y~ C, =—05-0=-05

El nuevo vector ¥, queda:

(0'25 0 —1] 6 ( 'sw
y,=B'-a,=/-05 1 0 [/3|=] 0
025 0 o)l2) |15 )

Como (Z, — C,)’ sigue siendo negativo, la solucién éptima se mantiene y no es
necesario realizar ajustes en la fabricacion.
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PROBLEMA 23

La empresa minera PN extrae tres tipos de minerales A, B y C en una serie de
minas que se encuentran situadas en un drea geografica relativamente pequefia que
permite la facil redistribucidn de sus recursos entre las diferentes explotaciones. En
las condiciones actuales, cada tonelada de mineral extraido consume los recursos
indicados en la tabla, mostrandose también las disponibilidades méximas de cada tipo
de recurso.

A B C Disponibilidades
maximas
R. materiales 5 3 6 300
R. humanos 2 1 8 200
R. financieros 1 1 1 110

Estas condiciones, junto con las del mercado internacional de venta de minerales,
permiten que los precios a los que la empresa vende cada tonelada de mineral extraido
sean de 3 u.m. para el mineral A, 2 u.m. para el mineral B y 4 u.m. para el mineral C.

El anuncio, sin confirmar, por parte de una multinacional minera respecto al des-
cubrimiento de un filén del mineral C, ha creado amplias expectativas en los consu-
midores de este mineral, ya que el supuesto filén se encuentra mds cercano a los
lugares de destino que las minas propiedad de la empresa considerada (LPN). Estas
expectativas proceden de que, si se confirma la existencia de la nueva mina, los pre-
cios de venta del mineral C bajarfan considerablemente, mientras que si, por el con-
trario, el anuncio es falso, implicaria que la empresa LPN podria aumentar los precios
de venta, ya que se revalorizaria la produccién de dicho mineral.

Ante esta situacion, los 14 consejeros de administracion de la empresa LPN se red-
nen para estudiar cémo se debe planificar la produccién en funcién de los posibles
precios a los que se pueda vender el mineral C, en el caso tanto de que se produzca
una caida indefinida de precios de venta como si, por el contrario, se produce una
subida, también indefinida, de los precios a los que la empresa puede vender cada
tonelada del mineral C.

Con la informacién proporcionada, estudiar cudles serfan los resultados de esta
planificacidn.
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SOLUCION:

El problema plantea la planificacién de un proceso productivo en funcién de las varia-
ciones que los precios de venta ejercen sobre el mineral C. Para realizar esta planificacion
es necesario primero considerar cuél es el nivel 6ptimo de produccién en condiciones nor-
males para después hacer un andlisis paramétrico sobre la base del vector de costes.

Llamando :

X,: Tm extraidas del mineral A.
X,: Tm extraidas del mineral B.
X5t Tm extraidas del mineral C.

Max Z=3X, +2X, +4X,

S.a.
5-X, +3-X, +46-X, <300
2.X] + X, +8-X3 <200 X17X2’X3'>'O
X, + X, + X, <110

Transformando en 1a forma de Minimizacidn equivalente y afiadiendo variables de
holgura.

“Min Z=-3X, -2X, 4X,

S.a.

5-X, +3-X, +6-X, +X, =300

2-X, + X, +3-X, + X, =200 X, (j=1.6)20
X, + X, + X, + X, =110

Aplicamos el algoritmo Simplex estdndar.

X, 3001
X,=B"-b=|X; |=|200; Cp=(0, 0, 0)
X, 110J |

Los valores de la fila cero para la primera tabla Simplex son:

Z=C,-B"-b=0

174

itn realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2008

o, los autores. Digitali

©Del



Problemas de Programacion Lineal

Z,~C, =4

La primera tabla quedaria:

X, X, X, X, X; X LD
VA 3 2 4 0 0 0 0
X, 5 3 6 1 0 0 300
X 2 1 8 0 1 0 200
Xs 1 1 1 0 0 1 110
Aplicando el algoritmo Simplejg e iterando:
X, X, X, X, X X LD
V/ 2 1’5 0 0 -0’5 0 -100
X4 35 2725 0 1 0’75 0 150
X3 0’25 0’125 1 0 0’125 0 25
1 X6 0’75 0’875 0 0 -0’125 1 85
X, X, X3 X, X5 X LD
V/ 0 0214 0 -0°571 -0°071 0 -185’71
X; 1 0’643 0 0’286 -0°214 0 42°86
X3 0 -0°036 1 -0°071 0’179 0 14°29
Xs 0 0°393 0 -0°214 -0°036 1 52’86
Xy X, X, X, X; X LD
Z -0’33 0 0 0’667 0 0 -200
X, 1’556 1 0 0’444 -0°333 0 66’67
X3 0’056 0 1 -0°056 0’167 0 16’67
X¢ -0°611 0 0 -0°389 0’167 1 26’67
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Solucién éptima. Existe una solucidn alternativa si entra X5 en la base, ya que
Zs -C5=0"

X; =0 Tm de mineral A X4 = 0 (Se utilizan todos los R. materiales)
X,=66'67 Tm de mineral B X =0 (Se utilizan todos los R. humanos)
X3=16'67 Tm de mineral C X = 26'67 ( Sobran R. financieros )

Z. = 200 u.m. de ingresos para la empresa

Las variables duales son:

u.m. .

—C, =(w,, , .a, -C, ; o, =0667
Z, - C, (Wl e W3) @=L s O ud. R. materiales

u. 1.

Z —C = > > ) -a. —C Wy, =
s—Cs (w, W, w3) s 5 2 ud. R. humanos

u.m.

Z§—C6=(w1, Wys Wy)-Gg—Cs 3 @, =0

ud. R. financieros

Se aprecia que son los recursos materiales los que provocan la saturacion de la
produccién. Los recursos humanos, aunque no sobran, al ser , = 0 implica que se
podrian reasignar més eficientemente (véase solucién alternativa en pie de pagina).

La planificacién corresponde a un andlisis paramétrico para - < A < % con una
perturbacion:

c'= (O, 0, - l) Para un incremento de ingresos (4 > 0). (Dado que la

funcion objetivo tiene coeficientes negativos).

c'= (0, 0, 1) Para un decremento de ingresos (A < 0).(Como A tiene

que ser positiva se cambia el signo al vector).

T—>C+A-C. Para A = 0 estamos en la tabla actual.

1 La solucién éptima alternativa que se obtiene es la siguiente:
X; =0 Tm de mineral A
X, = 100 Tm de mineral B
X3 =0 Tm de mineral C
Ingresos Z=200 u.m. Sobran 100 uds. de Recursos humanos y 10 uds. de Recursos financieros.
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Comenzamos el estudio para una caida de precios. Para A < 0 la perturbacién ten-
dria la forma:

c+A-c=(-3, -2, -4)+21-(0, 0, 1)
(z,-¢,)=(z,~-¢c,)+a (z,~C,)=(z,~c)+A-(C",-B"- G, -C))=
=(z,-¢,)+4(C,5, - C)) '

Sustituyendo: }
MENESN
(z,-c)=-033+4-|(0, 1, 0)-| 0056 J— 0|=-033+1-0056

L -0611) |
, | Ir ( 0'444 1!
(z,-¢,))=—0667+2-{(0, 1, 0)|-0056 |-0|=-0%667—A-0056
L L——O'389 ]
lr —0’333\ 7{
(Z,-C)=0+2+[(0, 1, 0):| 0167 [-0|=A-0167
| 0167 J |

Donde C', = (0, 1, O)
El conjunto S queda: S= {1, 5} ; S={j:(Z;-C)>0}

(Z C) 033 0 )
i= S e 0 )
Min = Mi ”( 0056° 0167 )~ °

]

Para A = 0, existe una solucién alternativa, cosa que ya se sabia a raiz de la Gltima
tabla.

Por tanto, como se observa a continuacién en la funcién objetivo parametrizada, para
un descenso en los ingresos unitarios en la extraccién de mineral C resulta més intere-
sante en estas circunstancias dejar de extraer el mineral C y dedicar los recursos a obte-
ner Unicamente el mineral B, con lo que los ingresos se mantendran en las 200 u.m.

« 66'67
ZM=Cp B b+A-CT'y B b=-200+A[(0, 1, 0):]1667 |[=—200+1667-A
2667
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Como el precio unitario inicial por tonelada de C es de 4 u.m. la funcién objetivo
anterior representa la disminucién de los ingresos totales a medida que A pasade O a

4. El valor A = 4 representa que el ingreso unitario para el mineral C ha descendido
hasta su nivel minimo, esto es, hasta cero.

En este caso los ingresos serian: -

Z (A=4)=133’32 (Expresion positiva dado que los coeficientes de coste ini-
ciales se expresaron de forma negativa)

que, obviamente, es menor que 200, lo que justifica que no interese seguir extra-

yendo C si se produce un descenso en los precios de venta, por pequefio que sea
~ éste.

A continuacién se procede a realizar el estudio para un crecimiento indefinido de
los precios. Intervalo para A = 0.

En este caso C’ = (0, 0, -1), ya que el problema se ha expresado como uno de mini-
mizacién con coeficientes de coste negativos.

c+r-o=(-3, -2, —4)+2-(0, 0, -1)
| 1556
—-C,=C,B'a,-C,=Cy5y -C,=(0 -1, 0)-| 0056 |-0=-0056

— 0611
( 0444 )
-| 0056 |-0=0056

~0'0389 J

=(0, -1, O)L
(—0’333}
z'—C,=(0, -1, 0):{ 0167 |-0=-0167
tmmJ

Z'4_C’4

Portanto, S={4} ; S={j:(Z;-Cy)>0}

~ 7 - . J
(z, 64)}_0667___11,91

A= My =
Vhef[0, X} conh) =1191 el sistema actval es el 6ptimo. Mientras los précios del

- mineral C se encuentren en el margen [4, 4+1 1'91] hay que seguir produciendo de la
forma actual. Los valores parametrizados son los siguientes:
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Z(\) =-200+A-(0, -1, 0) L

( 66'67
16'67 |=—200—16%67 +
26'67

(Z,—C)' (W) =—0'33—%-0056 .

\ Evolucién del crecimiento de

ingresos.
(Z,-C,) (\) =-0667+L\- 0056
(Z,—C,) (W) =0-A-0167
Para A = 11'91 la nueva tabla serfa:
X, X, X3 X, X5 X4 LD

Z -1 0 0 0 2 0 -398°5
X, 1’556 1 0 0’444 -0°333 0 66’67
X3 0’056 0 1 -0°056 0’167 0 16’67
X6 0’611 0 0 -0°389 0’167 1 26’67

A continuacion se aplica el Método Simplex Primal sobre X, (Pivoteamos sobre

Yi4)-
X, X, X, X, X X LD
|z -1 0 0 0 2 0 398’5
X, 3’5 2'25 0 1 0’75 0 150’16
X; | 025 0°13 1 0 0°125 0 25°08
X | 075 0°88 0 0 0’125 1 85°08

A continuacién se calculan nuevamente los valores:

35

Z,-C,=C'y5, -C,=(0, -1, 0)-|025|-0=-025<0 .

z,-C,=(0, -1, o)-t

013
0'84

=
)

075

~0=-013<0
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( -075
Z.-Cy=(0, -1, 0)-] 0125 |-0=-0"25<0
L—O‘125 J

—

Como S = {0} implica que la solucién actual es 6ptima para cualquier valor de A 211'91
VA e[11'91, oo]=Sol. actual Gptima.

Es 16gico este resultado, porque con mayores prec1os de venta para el mineral C
todos los recursos se destinan a su extraccion.

La funcién objetivo para este intervalo [11°91,%] queda:

ZW=C, - F'-b+A-CT,B" b

150'116\ _ 150‘116)
z(W)=(0, -4, 0)-| 2508 [+A-(0, -1, 0):| 1508 |
8508 J 8508 |

Z(A )=-10032-1-2508

La representacion grifica de los beneficios serfa (una vez deshechos los cambios
en los coeficientes de coste y expresando éstos de forma positiva):

L
T ‘\Q%:}“

B
A0

398'5

200

133'32

A

v

2 R P S Y
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PROBLEMA 24

Una empresa dedicada a la fabricacién y venta de electrodomésticos centra su acti-
vidad en tres productos A, B y C. El producto' A ofrece unos beneficios de 30.000 pts
por cada unidad fabricada. El B significa 45.000 pts de beneficios unitarios, y cada
producto C aporta 7.500 pts de beneficios. Para realizar la produccién semanal se
cuenta con los recursos totales que se muestran en la siguiente tabla, junto con los
requerimientos que se precisan por cada unidad producida.

A B C Total Recursos
Horas-hombre 8 6 4 80
Uds. de materia prima 3 3 1 30
Uds. de recursos financieros 6 1 1 45

Con estos datos:

a) Plantear y resolver un problema mediante el que se pueda establecer cudl habria
de ser la programacidn en la fabricacién de los tres productos para satisfacer los
siguientes objetivos por orden de importancia: 1° que los beneficios no sean
inferiores a las 700.000 pts semanales; 2° que la mano de obra se aproveche en
su totalidad; y 3°, que se utilice como méximo las unidades de recursos finan-
cieros disponibles.

b) Con Ia contratacion de un nuevo jefe de produccion y ventas procedente de los
Estados Unidos, en donde ocup6 un cargo similar durante bastante tiempo se va a
proceder a un cambio en los planteamientos productivos. Dicho cambio se debe a
que el nuevo jefe justifica que se van a modificar los hédbitos de compra de elec-
trodomésticos por parte del mercado. En este sentido, asegura que las ventas del
producto A se van a disparar, mientras que las del producto B van a reducirse, lo
que significard importantes variaciones en los beneficios unitarios debido a cam-
bios en Jos precios. Se estima que la relacién de incremento/pérdidas en los bene-
ficios para ambos productos se va a situar en 6/4.5 de forma indiscriminada. Es
decir, mientras los beneficios unitarios del producto A van a crecer indetermina-
damente en proporcién a 6.000 pts, los del producto B decrecerdn simultaneamen-
te en proporcién a 4.500 pts sin que se conozcan los limites de esta variabilidad. El
nuevo jefe desecha los patrones de fabricacién basados en el esquema de objetivos
planteados en el apartado a) y establece uno nuevo en el que el dnico objetivo resi-
de en la obtencién de maximos beneficios utilizando los recursos disponibles. Con
estos datos, establecer c6mo se programard la produccién en funcién de las posi-
bles variaciones en los beneficios unitarios que se han mencionado.
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SOLUCION:

a) En este primer apartado se pide plantear un problema de programacién por
objetivos, en los que éstos tienen un orden de preferencia. S6lo existe una res-
triccion no flexible. Las demds sf lo son:

Llamando: Xj: n° de electrodomésticos del tipo A fabricados.
X,: n° de electrodomésticos del tipo B fabricados.
X3: n° de electrodomésticos del tipo C fabricados.

Se aplicard inicialmente el método Simplex sin entrar previamente en considera-
ciones sobre la naturaleza entera de las variables utilizadas.

Min Z=M- -y +N -y, + Ny, +y7

30-X, +45-X, +75-X, -700 =y’ —y;
Restricciones flexibles 1 8- X, +6-X, +4-X, —-80 =yl -y

6-X, + X, + X, —45 =y —y;
Restriccién no - flexible{ 3-X, +3-X, + X, < 30

X Xy X35 Y73 915 Y32 Ys2 Y3593 20

Para mostrar las distintas importancias de los objetivos se le asignardn distintos
valores a los coeficientes M y N.

M=10

Por ej lo
or ejemplo, {st

El planteamiento del problema queda por tanto de la forma:

Min Z=10y; +5-y5 +5-y, +y;

S.a.:

30 %, + 45 X2 + 7’5 X3 o+ Y1' -)'1+ =700

8 x +6 Xo +4 x3 +y2 -y2" =80
.6 Xy + X2 + X3 ‘ +y3 -y3+ =45

3 x +3 X3 + X3 + X4 - =30
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Problemas de Programacion Lineal

Con: x;(=1..4)20
v (i=1..3)20

yi (i=1..3)20 2

o i DrReh
La base inicial se hace coincidir con la matriz identidad. La matriz de restricciones es:

30 45 75 0 1 -1 0 O O O
1 8 6 4 00 0 1 -1 0 O
|6 1t 1.0 0 0 O O 1 -1
{3 3 1.1 0 0 6 O O O
i, a, &, a,a.ad, a. a,a,. a,
1 2 3 4 Y1 by Y2 ¥2 Y3 ¥z
E_sf:[i‘__, a_, a_, ax}
Las variables bdsicas serdn por tanto:
vy 700
— Yo | = o 80 e “ 3
X, = - =B b=| . ,cB_(cy; C. C,. c&)_(lo 50 0
x, 30

s
2

[

i

ol

yr
v
yi

Valores de la fila cero para la 1* Tabla Simplex:

30
Z -C =CBa_-C =(1\o"5 0 0) % |-0=340
X, xl—- B X1 X1 6

3
Z —-C_ =480
X2 X2
Z -C_ =95
X3 X3
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Z, ~-C.=-10
z,-C.=-10
z,-C,=-1
- 700}
- 80
z=C, B'b=(10 5 0 0)| o |=7400
30

La primera tabla quedaria:

X; | Xz | X3 Xeg ¥ |y | ¥ | ¥ |y |y | LD
VA 340 480 95 0 0 -10 0 -10 0 -1 7400
yio| 30 45 7’5 0 1 -1 0 0 0 700
Yo 8 6 4 0 0 1 -1 0 0 80
y3 6 1 1 0 0 0 1 -1 45
X, 3 | 3 1 1|0 0 o] o 30

Tras una iteracion, la solucidn a este problema queda:

X; =0 tipo A y1 = 250 No se cumple el primer objetivo.

X,=10tipoB  y, =20 (sobran 20 h-hombre) No se cumple el segundo objetivo.

X3 = 0 tipo C ¥3- =0 Se cumple el tercer objetivo.
El cuello de botella viene dado por las limitaciones en la materia prima.

b) El nuevo patrén de objetivos plantea la obtencién del méaximo de beneficios
posibles.

El esquema productivo ahora obedecerd a la siguiente formulacion:
Max Z= 30X1 + 45X2 + 7’5'X3

S.a. ‘
8-X, +6-X, +4.-X; <80
3-X, +3.X, + X, <30
6-X, + X, + X, <45

X, X,, X;20
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Problemas de Programacion Lineal

Expresando el problema en forma estandar de minimizacién:

-Min Z=-30-X;-45X,-7"5X;

S.a.
8-X, +6-X, +4-X, + X, : =80
3.X, +3-X, + X, o+ X - =30
6-X, + X, + X, + X, =45
X,(j=1..620

Aplicando el método Simplex,

lfs 6410 cﬂl

A=(3 3101 0]; B=[a, &, a|; N=lg. @, a]
LG 1100 1J
(X4 80

X,=|X,|=B"-b=|30
X))

Los valores de la fila cero para la primera tabla son:
Z,~-C=C,-B @ ~c, =30

Zs -'Cg =45

Z3-C3=T75

Z=C,-B"-b=0

La primera tabla, por tanto, quedaria:

X, X, X3 X, X5 X4 LD
Z 30 45 75 0 0 0 0
X, 8 4 1 0 0 80
X5 1 0 1 0 30
X 6 1 1 0 0 1 45
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Z,-C,=2,—-C,; K=2; Xentraen la base; y» es el elemento pivote.

X, X, X, X, X5 X LD
Z -15 0 -15/2 —0 15 0 -450
X, 2 0 2 1 2 0 20
X, 1 1 1/3 0 173 0 10
X 5 0 2/3 0 -1/3 1 35

Esta solucién es 6ptima con:
X; = 0 unidades de A

X, = 10 unidades de B Z = 450.000 pts. de beneficios
X3 = 0 unidades de C.

Este resultado coincide con el hallado en el apartado a), dado que la limitacidn en
materia prima determina el comportamiento del problema.
El enunciado plantea que se va a producir una variacién en los beneficios unita-

rios. El vector de costes inicial era C = (30.000, 45.000, 7.500) expresado en pesetas.
La variacién en el vector de costes tendrd la siguiente forma:

C(2) = (30000+6000- 1, 45000~4500-A, 7.500) donde A 20

Expresando C(A) en unidades de millar y con coeficientes negativos (formato de
minimizacién)

C(A)=(-30-6-1, -45+45-1, -7%)
Se trata de realizar un andlisis paramétrico con perturbacién en el vector de costes.
€ =(-30, -45, -7%)

C'=(-6, 45, 0)

Se calcula:
2

Z,~C =Cy-5 -C =(0, 45 0)-|1]|-(-6)=105
5
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Problemas de Programacion Lineal

Z;—C5=C,

2

5,-C=(0, 45 0)| Y|-0=3
2 |
~2

5, -Cs=(0, 45, 0)-| 4 |-0=3
%

El conjunto S queda:

= . 5. ( 1 . A _ . _(Zf_CJ)
s={l, 3, 5} S={j@-C»>0}; A= Min 7 C
jes j J

105 ° » %

(=15 (=75 (15 )_ 30 Hz-¢)

T2 Z-C

30 ‘
Es decir, VA e {0, a}, 1a solucién actual es 6ptima.

(z,-c)+Mz —c,‘)=~15+x22—1—

15 .3

(z.-c))+Nz, - €)== +25

2 2

(z, - ;) +Mz5- ) =—15+7%

Z(N)=Cy -

IS

10 [=—-450+A-45
35

+A-Cp b =-450+A(0, 45, 0)

(20
L

Para A = 30/21 la tabla queda:

X, X, X3 X, X5 X4 LD
/2 0 0 7514 0 180714 0 | -8100721
X, 2 0 2 1 2 0 20
X, 1 1 i3 0 i3 0 10
Xq 5 0 3 0 173 i 35

187

ion realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2008

ios autores. Digitali

©Del



Javier Osorio ‘Acosta

Iterando, X entra en la base y sale en su lugar X, aplicando el método Simplex.

X, X, X, X, X5 X4 LD

7 0 0 775114 0 “180/14 0 |-8100/21
X, 0 0 26/15 1 -28/15 -2/5 6
X, 0 i T 0 275 173 3

X; 1 0 2715 0 1715 173 7

Los elementos de la fila cero correspondientes a las variables no bdsicas se pue-

den representar en los siguientes términos:

s
—¢,=(0, -45 -30)-| ¥ |-(-75)=-55

s

295
Z,-C;=C,-5,-C,=(0, 45, -6):| ¥ |-0=01>0

5
S As
*2%5 '

z,-C,=(0, —45 -30)-| % |-
X
-2
% |~0=22>0
A
%

Zg—Cy=(0, —45 -30).| "% |-0=3

5

Z,-Cy=(0, 45, -6)-| "% |-0=-21<0

0=-16

Z,-C,=(0, 45, -6)
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Problemas de Programacion Lineal

El conjunto S y el intervalo de variabilidad de A son, por tanto:

X 55 16 ~(z,-¢y)
s={3, s}; 1=Mi {—, —}:7’27:——.——.—

VAie {1'43, 7 ‘27} La solucién actual es 6ptima.

Los nuevos valores parametrizados de la fila cero resultan:
(z,-C,)+ Mz, ~C,)=-55+4-01

(- C5)+ Mz, - C;) =16+ 1-22

(z,-Co)+ Mzs-Cy)=3~2-21

6 6
Z(A)=C,-b+A-Cy-b=(0, —45 —30)3|+A (0, 45 —-6)3|=-345-1-285
7 7
Para A = 7°27 la tabla queda:
X, X, X3 X, X X LD
Z 0 0 -105/22 0 0 -135/11 | -6075/11
Xy 0 0 26/15 1 -28/15 -2/5 6
X, 0 1 1/5 0 2/5 -1/5 3
X; 1 0 2/15 0 -1/15 1/5 7
X5 entra en la base y sale X,,.
Aplicando el algoritmo Simplex obtenemos la siguiente tabla:
X, X, X3 X, X5 X¢ LD
Z 0 0 -105/22 0 .0 -135/11 | -6075/11
Xy 0 14/3 83 - 1 0 ~4/3 20
X5 0 52 12 0 1 -1/2 1572
Xy 1 1/6 1/6 0 0 1/6 15/2

Calculando ahora solamente 1a perturbacion de los elementos de la fila cero debajo
de las variables no bésicas a efectos de saber si el problema se modifica para A > 7°27.

189

itn realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2008

los autores. Digitali

©Del



Javier Osorio Acosta

t
(z,-c,)=(0, o, —6)-[14 —Z— é) ~45=-55<0

—é—,
. t
(z,-c)=(0, o, —6)-(%, % —é—) ~0=-1<0
—~
(z,-ci)=(0, o, —6)-(_—34~, ;21- é) ~0=-1<0

S={0} ; Ve (7727,%) la solucién actual es 6ptima.

Recapitulando: para valores de A comprendidos entre < 0, %%> se fabricara sélo

el electrodoméstico B que es el que ofrece beneficios mayores.

Para valores de A situados en el intervalo < 0 30 ;’i’ > se fabricara el electro-

doméstico B y también el A que crece em beneficios unitarios.

21
debido a que es el que ahora ofrece beneficios mayores.

Para valores de | superiores a ( 153 > se fabricara sdlo el electrodoméstico A
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PROBLEMA 25

Considérese el juego con la siguiente matriz de pagos.

ESTRATEGIAS JUGADOR B

ESTRATEGIAS
JUGADOR A B, B, B, By
A 5 0 3 1
A, 2 4 3 2
A, 3 2 0 4

Plantear como un problema de programacion lineal para obtener el valor del juego
y las estrategias mixtas que habria de utilizar el jugador A con objeto de maximizar
sus beneficios.

SOLUCION:

Para resolver como un problema de programacion lineal llamamos:

Xj: Probabilidad con la que se ha de jugar A;.

X,: Probabilidad con la que se ha de jugar A,.

X5: Probabilidad con la que se ha de jugar A,.
~ V: Valor del juego. En este caso coincide con los beneficios esperados por el juga-
dor A.

El planteamiento seria:

Max Z=V
S.a.

5.X, +2:X, +43:X, 2V
4+X, 42X, 2V

3.X

X, 42-X, +4-X, 2V

X + X, =1

+
W
R
v
<

+
e

X, X,, X,,V20

O lo que es lo mismo (forma estdndar de minimizacion)
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-Min Z=-V
5.X, +2-X,
4-X,
3-X, +3°X,
X, +2-X,
X, +X,

X; (j=1..7)20
V=0

+3-X,
+2-X,

+4-X,
+X,

-V X,

v =X,
v

-V

N
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PROBLEMA 26

Los contrabandistas emplean dos rutas para sacar cigarrillos de Portugal: la carre-
tera Nacional 503 o carreteras comarcales secundarias. Ambas rutas son conocidas
por la policia, pero debido a limitaciones de personal s6lo pueden patrullar suficien-
temente una de estas rutas cada vez, hecho conocido por los contrabandistas.

La policia estima que la carga promedio de contrabando que se traslada por la
Nacional 503 vale 1.000 millones de pts si logran llevarla a Madrid. Las comarcales
secundarias limitan el tamafio de los vehiculos, asi que la carga promedio de contra-
bando que viaja por esas carreteras vale s6lo 800 millones si llega a su destino.
Cualquier contrabando descubierto por la policia se confisca y al contrabandista se le
multa. La carretera nacional 503 da un promedio de 700 millones de pérdidas para los
contrabandistas; la pérdida por transportar la carga a través de comarcales secunda-
rias da un promedio de 600 millones. Ademds, la policia estima que cuando se patru-
1la la carretera nacional 503 se intercepta s6lo el 40% del contrabando que se traslada
por esa carretera y sOlo el 25% del que se traslada por las comarcales secundarias,
cuando patrullan en esas carreteras. Determinese una estrategia 6ptima de vigilancia
para la policia, si su objetivo es minimizar las ganancias de los contrabandistas.

SOLUCION:

Se trata de un juego bipersonal de suma cero en el que ambas partes conocen las
estrategias del contrario.

Utilizar la Nacional
Los contrabandistas tienen dos estrategias:

/\

Utilizar las Comarcales
Vigilar la Nacional
La Policia tiene dos estrategias: —7

N Vigilar las Comarcales

La matriz de pagos de beneficios para los contrabandistas quedaria:

“~

Policia Vigilar la Nacional Vigilar las Comarcales
Contrabandistas
Utilizar la Nacional 0'4-(-700) + 0'6-1.000 0-(-700)+1-1.000
Utilizar las Comarcales 0-(-600) + 1-800 0'25-(-600) + 0'75-800
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Concretamente:
Policfa Vigilar la Nacional Vigilar las Comarcales
Contrabandistas
Utilizar la Nacional 320 1.000
Utilizar 1as Comarcales 800 450

Se observa que no existe punto de equilibrio al no haber una celda que campla ser
el maximo valor de la columna y el minimo de la fila. Se trata de un juego con estra-
tegias mixtas en el que habrd que determinar la probabilidad con que se deben apli-
car las distintas alternativas en la estrategia Gptima.

Como la matriz de pagos estd expresada en forma de beneficios para los contra-
bandistas y el enunciado nos pide minimizar las ganancias de éstos, es por lo que uti-
lizaremos el criterio de ganancias y pérdidas esperadas desde el punto de vista de la
policia. (Ya que no hay punto de equilibrio)

Llamando: g: probabilidad asociada a la 1* alternativa de la policia.
(1-q): probabilidad asociada a la 2 alternativa de la policia.

320 - q + (1-q) - 1.000 = 800 - q + (1-q) - 450

320 - q + 1.000 - 1.000 - q = 800, - q + 450 - 450 -q
-680 - q + 1.000 = 350 - q + 450

-1.030 - g = -550

q=0'53

1-q =047

Es decir, la estrategia Optima de vigilancia por parte de la Policfa es vigilar la
Nacional con una probabilidad del 53% vy las comarcales con un 47%.

Valor Esperado del Juego = 639'8 millones de pesetas a favor de los contraban-
distas ya que la matriz estd referida a ellos. El juego no es justo.

Ahora se procederd a resolver el problema aplicando la programacién lineal.

Como se trata de obtener la estrategia 6ptima de vigilancia por parte de la policia se
llamard:

X: probabilidad con que ha de vigilarse la Nacional.
X,: probabilidad con que ha de vigilarse las comarcales.
V: valor del juego.
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Problemas de Programacion Lineal

Como a la policia le interesa minimizar las ganancias de los contrabandistas o, 1o
que es lo mismo, el valor del juego, el programa lineal resultante quedarfa:

MinZ=V
S.a.
320 - X, +1000-X, <V
800 - X +450-X, <V
X + X, =1
X,X2, X320

Aplicando el Método Simplex para su resolucion, se afiaden primeramente varia-
bles de holgura para obtener la forma estdndar y se afiade también una variable arti-
ficial en la 3% restriccion para obtener una base inicial que coincida con la matriz
identidad. Esta variable se incluye en la funcidn objetivo para resolver el problema
por el método de penalizacién.

MinZ=V + M:X5

S.a.
320 - X +1000-X; -V +Xj; . =0
800 - X +450- X, -V + Xy =0
X] + Xz +X5 = 1

Xj=(=1.5)=20
Xs: Variable artificial

Asignamos al coeficiente M un valor muy grande, por ejemplo, de M=1000. Nétese 1o
elevado de este valor en comparacién con el coeficiente de la variable V, pero esto es nece-
sario dado la peculiar forma de las restricciones, en las que se prevé que la variable V toma-
14 valores elevados. De otra forma no habria aliciente para asignar valor cero a la variable
artificial por parte del algoritmo Simplex y ésta quedarfa en la base con valor no nulo.

w

Aplicando el método Simplex:
320 1000 -1 1 0 O

1 00
A=|800 450 -1 0 1 O;B‘Ei;o 1 0;
1 1 0 0 01 0 01
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X3 0
Xs=|X4|=B"'b=|0 ;EB=(C3,C4,CS)=(O,O,]_03)
Xs 1
X1 0 -
X,y=|X2/=|0 ;6N=(cl,c2,cv)=(0,0,l)
|4 0

Calculando ahora los valores de la fila cero
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320
Z,-C =C,-B" @ —C =(0010°)-1800|-0=10"
1
1000
Z,-C,=C,-B" @ -C,=(0010°)-| 450 |-0=10
1
-1
z,-C,=C,-B™-a@,-C, =(00,10%)-| -1|-1=-1
0
ol
Z=C,-B™"-b=(0010%)-/0{=10°
1
La primera tabla Simplex quedaria:
X, X, Vv X3 X, X5 LD
Z 10° 10° 1 0 0 0 10°
X; | 320 1000 1 1 0 0
X, | 800 450 -1 0 1 0
X5 1 1 0 0 0 1 1
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Problemas de Programacion Lineal

Aplicando el método Simplex obtenemos una solucién 6ptima tras tres iteraciones
en la que entran en la base las variables X;, V y X, respectivamente. Los resultados,
logicamente, coinciden con los ya obtenidos, siendo estos:

X;=0,53 —>» 53% de las veces vigilér la Nacional.
X, =0,47 —>» 47% de las veces vigilar las Comarcales.

Valor probabilistico del juego, V = 639,8 Millones de pesetas a favor de los con-
trabandistas.
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PROBLEMA 27

En el legendario Oeste Americano habia un sal6n llamado "La perola negra" (The
black saucepan) conocido mundialmente por un juego que tuvo alli su origen. El cita-
do juego, el perolo, consistia en un jugador-A que tenia un billete de un ddlar y otro
billete de 20 délares, mientras que el jugador B tenfa un billete de 5 ddlares y otvo
billete de 10 ddlares. Cada jugador seleccionaba un billete del jugador contrario sin
saber cudl era el billete seleccionado por el otro jugador. Si la suma de las cantidades
de los billetes seleccionados era par, el jugador A se llevaba ambos billetes, pero si el

total era impar, entonces era el jugador B el que se llevaba los dos billetes.

Resolver:

a) Mostrar la matriz de pagos para este juego.

b) (Cudles son las mejores estrategias para cada jugador?

c¢) ;Cudl es el valor del juego?

d) Si pudieras elegir ; Qué jugador preferirias ser?

e) Obtener la estrategia 6ptima del jugador A utilizando la programacién lineal.

SOLUCION:

a) Se trata de un juego en el que las alternativas para el jugador A consisten en
coger el billete de 5 délares o el de 10 délares del jugador B. Por el contrario, para el

Jjugador B la estrategia consiste en optar por uno de los dos billetes del jugador A.

La matriz de pagos serfa (referida al jugador A):

Jugador B Coger billete de 1$ Coger billete de 20$
Jugador A :
Coger billete de 5% par impar
69 -25%
Coger billete de 10$ impar par
~-11$ 30$

No existen estrategias puras dado que ningiin valor en las celdas cumple ser el

méximo de la columna y el minimo de la fila.
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Problemas de Programacion Lineal

b) Estrategia para el jugador A (Criterio de la ganancia y pérdida esperada)

Llamando: p: probabilidad asociada a ia 1% alternativa del jugador A.
(1-p): probabilidad asociada a la 2* alternativa del jugador A.

p-6+(1-p)- -1 =p-(-25)+(1-p)- 30

6p-11+11-p=-25-p+30-30-p

72 -p=4l1
LI
p—72 P

1 —2( )
p—-72 12

4 . . . .
p1 = 7;— de las veces el jugador A deberia adoptar su primera alternativa.

31
P2 =0 de las veces el jugador A deberia adoptar su segunda alternativa.

Estrategia para el jugador B (Criterio de ganancia y pérdida esperada).
q-6+(1-9) - (25 =q- 1)+ (1-) - 30

6-q-25+25-q=-11-q+30-30-q

72-q=55
55
9= (g))
1 _U (g,)
(]—72 q,

55 ’
Qi de las veces el jugador B deberia adoptar su primera alternativa.

~

17 :
g . — de las veces el jugador B deberia adoptar su segunda alternativa.

72
¢) Valor del juego. Sustituyendo los valores de “p” vy “q” en las expresiones anteriores:
41 31 95 '
- —6+— (-1)=—2>=-1'32
P 72 72 1D 72 28
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55 17 ' 95 -
%__.64——_- —25 :——=—1'32
4 72 72 (=25) 72 5

El juego es favorable a B
d) Mi4s bien elegiria ser el jugador B.

—

e) Obtener la estrategia 6ptima del jugador A utilizando la programacién lineal.

Llamando: X;: Probabilidad con que el jugador A debe coger el billete de 58.
X,: Probabilidad con que el jugador A debe coger el billete de 10$.

V: Valor del juego.

Como el objetivo para el jugador A es maximizar su beneficio el programa lineal

Optimo correspondiente seria:

MaxZ=V
S.a.
6 X -11-Xy, 2V
25X, +30-X;, =2V
Xi + X, =1
X, X,V =0

Afiadiendo variables de holgura y artificiales y cambiando la funcién objetivo con

objeto de expresar el problema en formato estandar de minimizacién.

MinZ=-V +MXs +MXs + MX;

S.a.
6 X] -11'X2 —X3' +X5 =V
25 - X; +30'X2 -Xy + Xs =V
X + X; ’ +X7; =1
Xj=(=1..7y20;V=20
X5, X¢, X7: Variables artificiales
Pasando la variable V al primer miembro:
6 X1 -11'X2 -X3 +X5 ' -V
—25-X1 +30'X2 -X4 +X6 -V

Xl + XZ : ‘ + X7

CXj=(0G=1..7H=20;V=0
X5, Xe, X7: Variables artificiales
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Problemas de Programacion Lineal

Quedando por tanto la matriz de restricciones:
6 -11 -1 0 1 00 -1

A=|-25 30 0 -1 0 10 -1|; B=I=[a,.a,.ay,]
1 1 000010

X,
Xs 0 X,
Xs=|Xs|=B'-b=|0];X,=|X;[=0
X7 1 X,

-V_

Para calcular los valores de Z; - C; y de Z damos al coeficiente M un valor de M = 100.

6
Z,-C,=Cy B .7, —C, =(100,100,100)-| 25 |- 0 = -1800
1
~-11
Z,- Cy = (100,100,100) - | 30 |- 0=2000
1
l'— 1'
Zs - C3 = (100,100,100) - | 0 |-0=-100
| . 0 -
o]
Z4 - C4=(100,100,100) - | —1|- 0 = -100
- O -
a5
Z, - C, =(100,100,100) - | —1{- (-1) =-199
. O wd
0
Z =C,-B™-b =(100,100,100)-| 0| =100
1

201

ion realizada por ULPGC. Biblinteca Universitaria, 2006

. los autores. Digitali

©Del



Javier Osorio Acosta

Con estos valores la primera tabla Simplex quedarfa:

X, | X, X3 X, | Xs| X4 | X, | V LD
Z | -1800 | 2000 | -100 | -100 | 0 0 0 |-199 100
X5 6 -1 -1 0 1 0 0o | 1

X | 25 | 30 0 1 0 1 0 | -1

X, 1 1 0 0 0 0 1 | o 1

Aplicando el Método Simplex hacemos una iteracién sobre el elemento pivote
Va5 = 30, obteniéndose la siguiente tabla:

X, | X, X, X, | Xs| X¢ | Xy | V LD
Z [-13333] o0 100 | 3333 | 0 | 66,67 | 0 [13233] 100
Xs [ 317 0 1 | -037 |1 037 | 0 |-137

X, | 083 1 003 | 0 | 003 0 [-003 0
X, | 183 | 0 0,03 0 | 003 | 1 [003

Se observa que se trata de una tabla en la que se cumple el criterio de optimalidad
(Z; - C;=0, V] ) pero en la que dos variables artificiales permanecen en la base, una
de ellas con valor no nulo. Por tanto se trata de una solucién no factible. La razén
estriba en que al utilizar la programacién lineal imponemos que la variable V sea no
negativa, cuando hemos visto en el apartado c) que el valor del juego es negativo
(pérdidas para el jugador A). Por tanto es necesario hacer un cambio de variable para
poder aplicar convenientemente el método Simplex:

V - V’ - V)’
Sustituyendo

-MinZ =-

6 X
25 - X;
X3

Xj = (j=1...
X59 XG: X7:

202

con V’20y V’>0
en el problema original queda:

V’ 4+ V” .4+ 100 X5 + 100 X6 + 100 X5

~-11- Xz -X3 +X5 ‘
+30-X, -X4 + X¢
+ Xa ' + X5

H=20;V'=20;V'20;
Variables artificiales |

-V
VL

+V”
+V”

| I

_oo0
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Problemas de Programacién Lineal

Repitiendo el proceso:

—_— 0 O

Xy

X,
X3
X4

Vv

_V"_

Los valores de la fila cero para la primera tabla Simplex quedan:

6 .
Z,-C =C,-B™ @ —C, =(100,100,100)-| - 25 |- 0 =-1800
1
ZZ—C2=2000
Zs - C3=-100
Z4—C4= -100
-1
Zy - Cy = (100,100,100) - | —1|- (-1)=-199
0 .
1
Zy - Cy» = (100,100,100) - | 1|- 1 = 199
10
Z=C,-B"-b =100
La primera tabla Simplex queda, por tanto:
X, X, X, Xy | Xs X¢ X, | V| V* | LD
Z |-1800 | 2000 | -100 | -100 0 0 0 [ -199 | 199 [ 100
Xs| 6 -11 -1 0 1 0 0 -1 1
Xe| 25 30 -1 0 1 0 -1
X,| 1 1 0 0 0 1 0 0 1
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Aplicando el Método Simplex, las siguientes tablas quedan:

X, | X | X3 | X, | Xs | X6 | X, | VV | V* | LD
Z |-13333] 0 | -100 | 3333| 0 _|-6667] 0 |-1323313233] 100
Xs| 317 | o0 1 [ 037 1 [ 037 o0 |-137|137
X,| 083 | 1 003 0 [003] 0 [-003]003
X, 18 | 0 003 | 0 [-003] 1 [003]-003

X, | X, | X3 | X4 | X5 | X¢ | X, | V| V* | LD
Z 17286 0 | -341 | 241 | 96,60]|-102,41] 0 0 0 | 100
vo 231 o | 073 027] 073|027 0 | -1 1
X,| 076 | 1 | o002 | 002] -002] 002 o0 0
X, 1,76 | 0 | 002 002 ] 002]-002] 1 0

X, | X, | X3 | X, | Xs | Xs | X, | VvV | v’ | LD
Z| o 0 | -145 | 045 | -98,56]-100,45 -98,22] 0 0 | 178
vl 0 o |-076| -024| 076 | 024 | 131 | -1 1 | 132
X,| 0 1 | 001 | 001 ] -001] 001 | 043 0o |o043
X, | 1 0 | 001 | 001 | 001 | -001| 057 0 057

Solucién dptima. Los valores obtenidos son:
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X; =p = 0,57 —»57% de las ocasiones el jugador A debe escoger la 1* alterna-
tiva. '

X, = (1-p) = 0,43 —» 43% de las ocasiones el jugador A debe escoger la 2*
alternativa.

El valor probabilistico del juego es: V=V’ - V” =0 - 1,32 = -1,32§ que repre-
senta que el juego es favorable al jugador B.
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PROBLEMA 28

Dos empresas automovilisticas "A" y "B" se replantean sus estrategias de caraala
obtencién de la mayor cuota de mercado posible para el nuevo afio fiscal. Debido a
la crisis en este sector y al descenso en picado de las ventas, son conscientes de la
importancia que la eleccién de la mejor estrategia puede tener para el futuro de su
negocio. Hstas dos empresas, al ser de caracteristicas muy similares, contienden
directamente por pequefios incrementos en la cuota de mercado. Por ello se plantean
una serie de estrategias basadas en el lanzamiento de nuevos vehiculos para segmen-
tos de mercados muy definidos combinados con campaias publicitarias de distinto
tipo. Finalmente, la empresa "A" opta por establecer dos posibles estrategias, mien-
tras que 1a empresa "B" se plantea tres estrategias alternativas. Dada la incertidumbre
que rodea al proceso, cada empresa utiliza sus propios mecanismos para hacer pibli-
cas sus intenciones y asi tantear 1as intenciones del contrario. Como resultado, ambas
conocen todas las alternativas que pueden ser usadas por su contendiente, pero no as{
cudl es la que finalmente llevardn a la practica. Los responsables de la empresa "A",
tras un andlisis de la situacion, llegan a la siguiente tabla en la que se muestran los
incrementos o pérdidas de cuota de mercado (en tanto por ciento) para su empresa en
funcion de la estrategia que finalmente sea elegida por cada uno de ellos.

B
A 1 2 3
1 4% -1% 5%
1% T% 3%
Determinar:

a) ;Por qué puede categorizarse al problema como un juego? ;De qué tipo de
juego se trata?

b) (Cuadl es el valor del juego?
c) (Cudl es la estrategia que debe utilizar la empresa "B"?
d) ¢ Es justo este juego?

SOLUCION:

a) Segiin el enunciado, los contendientes conocen las estrategias del contrario, asi
como los pagos resuitantes de las posibles combinaciones de estrategias. En este sen-
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tido, como la cuota de mercado que gana una parte la pierde 1a otra, se concluye que

estamos ante un juego bipersonal de suma cero en el que la matriz de pagos para la
empresa "A" queda de la siguiente manera:

. -
A 1 2 3
1 4 1 5
2 1 ' 3

Donde se aprecia que no existen estrategias dominadas, por lo que no se puede
reducir la dimensién de la tabla. Para comprobar la existencia de un posible punto
silla aplicamos el criterio Maximin para "A" y el criterio Minimax para "B".

I—l—e fila 1 | 4 75

Maximin: Minimax: § T

-3 colummna 1
El valor de 1a celda (1, 1) es el mayor de 1a columna pero no es el menor de la fila,
luego no es punto silla y el problema es un juego de estrategias mixtas. Para calcular

el valor del juego y las probabilidades para cada una de las posibles estrategias del

jugador B utilizamos la programacidn lineal. Dado que la matriz representa valores
referidos al jugador A, el planteamiento serfa:

X,: Fraccién de veces que el jugador B debe adoptar su alternativa 1 para mini-
mizar sus pérdidas.

Xy Idem con la alternativa 2.
X5: Idem con la alternativa 3.
Min Z=V

S.a.

4-X, - X, +5-X, <V

- X, +7+X, -3-X, <V
X, + X, + X, =1
X, X,. X;,V 20
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Problemas de Programacién Lineal

Modificando el problema, es decir, expresando en forma estandar:

(Como es necesario introducir una variable artificial se utilizard el método de

penalizacién con M = 10)

Min Z=V +M- X,

S.a.

4-X, - X, +5-X, -V +X, =0

- X, +7-X, -3-X, -V +X, =0
X, + X, + X +X, =1

X,(j=1.6)20; V=>0; X, var. artificial

Cilculo de las variables bdsicas:

t

0
X,=(x,, x,, Xx,) ; X,=|0| ; C,=(0, 0, 10)
1

I

Il

%, =(x,, X,, X,, V)); X, =0

Valores de la fila cero

0
Z=C,-B"-b=(0, 0, 10)-|0|=10
1
4
Z,-C=C,-B'a@ —¢,=(0 0 10):{-1[-0=10
1
,—C, =10 A

La 1* tabla para resolver por el Método Simplex seria:
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X, X, X3 v X, X X¢ | LD
V/ 10 -10 10 -1 0 0 0 10
X,| 4 -1 5 -1 1 0 0
Xs| -1 7 3 -1 0 1 0 0
Xe| 1 1 1 0 0 0 1

Tras tres iteraciones mds el resultado queda:

X, X, X3 v X, X5 X¢ | LD

Z -1/8 0 0 0 -5/8 -3/8 8 2
X3! 13/16 0 1 0 1/16 -1/16 172 172
X, | 3/16 1 0 0 -1/16 1716 12 172
X} -1/8 0 0 1 -5/8 -3/8 2 2

X;=0

X, =05 =2 =2

X;=05

Es decir, se debe adoptar s6lo las estrategias 2 y 3 por parte del jugador B con una
distribucién del 50%. El valor probabilistico del juego es V = 2 a favor del jugador
A, o lo que es lo mismo, el competidor A tiene ventaja y puede lograr incrementar su
cuota de participacion en alrededor del 2%.

No es un juego justo porque Z; = 0
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PROBLEMA 29

La direccién de una empresa de manufacturas estd negociando con el sindicato
correspondiente la cuestién de cudntos productos fabricar durante el préximo afio
laboral. La direccién desea fabricar el mayor ndmero posible de unidades, mientras
que por el contrario, el sindicato pretende producir el menor ndmero posible de éstas.
El ndmero de productos (en unidades de millén) que se espera se fabriquen anual-
mente, en funcién de las diversas actitudes seguidas por las partes a la hora de nego-
ciar, se muestran en la tabla.

Acciones a seguir por el sindicato en las negociaciones
Acciones a seguir Distension Amenazas de Trabajo duro
por la direccion huelga
Actitud condescendiente 1’8 1’1 1’3
Neutralidad 1’3 1’5 1’8
Agresividad 1’4 1’3 1°8

a) Utilizando la programacion lineal obtener las expresiones que definen las posi-
bles estrategias a seguir por las dos partes.

b) Calcular el valor de las posibles estrategias de juego por parte de la direccién.
c¢) Calcular el valor del juego.

SOLUCION:

Se trata de un problema de juego bipersonal de suma cero en el que inicialmente,
la matriz de pagos es la siguiente:

Distension Huelga Trabajo duro
Actitud condescendiente 1’8 1’1 1’3
Neutralidad 1’3 1’5 1’8
Agresividad 1’4 1’3 1’8

Se observa que para el sindicato la 3% estrategia es siempre peor que la 27, por lo
que se puede eliminar por dominacién la 3* columna de la tabla, quedando:
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Distensién Huelga
Actitud condescendiente 1’8 1’1
Neutralidad 1°3 1’5
Agresividad ~1°4 1’3

a) El planteamiento, por programacién lineal, del objetivo de la direccién de la
empresa obedece a la expresion:

Max Z=V
S.a.
18:p, +13:p, +14-p, 2V

1M-p, +15:p, +13-p, 2V p.,p,,p;,;¥V20
P+ P + py =1

donde:
py: fraccién de veces que la direccion debe adoptar su 1 alternativa .
Dot Idem con la alternativa 22 :

Pp3: Idem con la alternativa 3%

El planteamiento segtin el objetivo del sindicato seria:

Min Z=V
18-, +11-q, <V
13.q, +I'5- <V
S o 41,2,V 20
4.9, +13:q, <V
4+t q, =1
donde:

q,: fraccién de veces que el sindicato debe adoptar su 1* alternativa.
qy: Idem para la 2* alternativa.

b) Resolucién del sistema correspondiente a la direccién de la empresa. Se apli-
. card el método de penalizacién (con M=1) una vez se haya expresado el problema en
forma estdndar de minimizacién.
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Problemas de Programacién Lineal

-Min Z=-V+M-p . +M-p,+M-p,
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18-p, +13:p, +14-p, -V -p, + P =0
ti-p, +15-p, +13:p; -V - Ds + Py =0
pp + pp  t P +pg =1
pJ; ( j=1....8 )_>, 0, p.p, P variables artificiales
V=0 ‘
Aplicando el algoritmo Simplex:
X, o
B=|a,, @, @|; Xz=1X,(=B'-b=10
X, 1
Valores de la fila cero:
C,=(1, 1, 1); Z-C=Cy-B" @ —c, =39
Z,-C, =38
Z,-Cy =317
Z,-C, =1
Z,-C,==1
Z,-C=—1
Z=C, - B b=l
La 1* tabla serfa:
P1 P2 p3 v P4 Ps Ps P7 ps | LD
Z 3’9 3’8 3’7 -1 -1 -1 0 0 0 1
pg| 1'8 | 1’3 | 14 -1 - 0 1 0 0 0
p7 1’1 1’5 1’3 -1 -1 0 1 0 0
Ps 1 1 1 0 0 0 0 1 1

Tras 3 iteraciones, la tabla final queda:
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Py P2 P3 v P4 Ps Ps P7 | Pps LD
Z 0 0 -1/15 0 -4/9 -5/9 -5/9 -4/9 |-217/90 |-127/90
P1 1 0 1/3 0 -10/9 | 10/9 10/9 | -10/9| 2/9 2/9
P2 0 1 213 0 10/9 ; -10/9 | -10/9 | 10/9 7/9 7/9
vV 0 0 1/15 1 4/9 5/9 -4/9 -5/9 | 127/90 | 127/90

. 212

Los resultados, en cuanto a probabilidades de utilizacién de las estrategias son:

p; =2/9=0122
p,=7/9=0'78
p;=0

El valor probabilistico del juego es:
V = 127/90 = 1'41 millones de unidades a producir

Es decir, la direccion deberfa adoptar una actitud condescendiente con una proba-
bilidad del 22% y una actitud de neutralidad con una probabilidad del 78%. No debe
sentarse nunca en la mesa de negociacidn con una actitud agresiva.
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PROBLEMA 30

En la cuadragésimo séptima (47%) ronda de negociaciones para llegar a un acuer-
do en materia de pesca entre Espafia y un pais norteafricano, la delegacién espafiola
advierte que, dado el fracaso de las demds rondas anteriores es necesario ir con un
planteamiento alternativo a la mesa de negociacion. Tras haber pasado muchos dias,
con sus respectivas noches, estudiando todas las posibles alternativas, el equipo lega
a la conclusién de que el otro pais s6lo acude con dos estrategias de negociacion: la
primera consiste en mostrar una actitud aparentemente transigente con objeto de
lograr algunas contraprestaciones por parte de la Union Europea; la segunda estrate-
gia es la de cerrarse con una actitud intransigente sin ceder ningidn tipo de prebendas.
Ante estas alternativas, el equipo negociador espafiol propone tres estrategias que se
encarga de comunicar informalmente al representante de la parte contraria. Los resul-
tados de la negociacién se miden en el nimero de licencias de pesca para barcos de
gran tonelaje en los proximos cinco afios. Las estrategias y los posibles resultados se
muestran en la tabla.

Pais norteafricano (B)
Espana (A) Actitud transigente | Actitud intransigente
(B.1) (B.2)
Negociar sélo pesca (A.1) 15 5
Negociar pesca y agricultura (A.2) 24 18
Negociar el conjunto global 30 26
de intercambios econdmicos (A.3)

a) Con estas condiciones, ;Qué estrategia deberia adoptar Espaiia en la siguiente
mesa de negociacion y cudl seria el resultado?

b) Cuando se le presenta el plan al ministro correspondiente, éste confirma que
efectivamente las estrategias estin bien definidas, pero no asf los resultados, ya
que aunque aparentemente se logran licencias para un mayor nimero de bar-
cos, los resultados reales en el conjunto global econdmico estarfan muy por
debajo de lo estimado, debido.a que supondria hacer concesiones en otras mate-
rias, lo que el resultado equivalente significaria que a todos los efectos se esta-
rfan logrando menos licencias reales. En este sentido, se estima que la
estrategia A.2 en combinacién con la estrategia B.1 supondria una reduccién
aproximada del 34% en el nimero de licencias iniciales. Igualmente, la estra-
tegia A.2 frente a la estrategia B.2 significa una reduccién aproximada del 78%.
La estrategia A.3 en combinacién con la estrategia B.1. supone un decremento
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del 87%. Finalmente, la estrategia A.3 frente a la estrategia B.2 implica una
reduccion cercana al 69%. Con este planteamiento, ;Qué estrategia deberia
adoptarse y cudles serfan los resultados para Espafia?

SOLUCION: ~

a) Se trata de un problema de juego bipersonal de suma cero. La tabla inicial es la
mostrada en el enunciado. Si se aplicase sobre ella el criterio Maximin para el juga-
dor A y el Minimax para el B, se obtendrian dos estrategias en la interseccién que
coinciden en un punto silla, pues el valor 26 es el mayor de la columna y el menor de
la fila. Este valor es logico pues las estrategias A.3 y B.2 son dominantes.

Pais norteafricano Criterio Maximin
Espana B.1 B.2
Al 15 5 5
A2 24 18 18
A3 30 26 26 -
Crite}*io Minimax 30 26
T » Pto. silla

Se utilizarfa la estrategia A.3 por parte de Espafia y 1a B.2 por parte del otro pafs
con un valor teérico de 26 licencias de pesca en los proximos cinco afios.

b) Si se reducen las estimaciones teéricas segin los porcentajes del enunciado se
obtiene que los resultados reales equivalentes serian los mostrados en la tabla.

Pais norteafricano
Espana B.1 B2 Criterio Maximin
Al 15 5 5 -
A2 16 4 4
A3 4 8 4
Criterio Minimax 16 8

T

Se observa que no existen estrategias dominantes y que tampoco hay un punto
silla. Ello implica que estamos ante un juego con estrategias mixtas en el que hay que
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calcular el porcentaje con el que debe utilizarse cada estrategia para alcanzar el mejor
valor del juego. Como existen 3 estrategias para el jugador A se utilizard la progra-
macién lineal.

Sea  V:valor del juego
p;: probabilidad asociada a la estrategia A.1
p,: probabilidad asociada a la estrategia A.2
p4: probabilidad asociada a la estrategia A.3

El planteamiento setfa:

Max Z=V

S.a.

15-p, +16-p, +4-p, =2V
5pp +4-p, +8:py 2Ve p,py, P, V20
pp t+ pp t p3 =1

Afiadiendo variables de holgura y artificiales para resolver por el método de pena-
lizacién (con M=1) y expresando el problema en la forma equivalente de minimiza-
cién:

-Min Z=-V+M:-p,+M-p,+M-p,

15-p, +16-p, +4-p, -V -—p, +Pe ’ =0
5-p, +4-p, +8.p, -V —ps +p, =0
270 R e Y 7 +py =1

P (j=1,.8),V=0; ps,p;,ps: variables artificiales

Aplicando el algoritmo Simplex:

Ds 0 .
XBZ p7 = O 5§ B:[a_6ya'7;_a_8]
Ds 1

Valores de la fila cero:

B

C,=(, 1, 1); Z-¢=Cy-B"-a-C =21
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Z=C,-B'-bh=1

La 1° tabla seria:

Py ) 3 v Ps | Ps P | p7 | pPs | LD
Z 21 21 13 -1 -1 -1 0 0 0 1
pg | 15 16 4 -1 -1 0 i 0 0 0
| 5 4 -1 -1 0 1 0 0
pg| 1 1 0 0 0 | o 1 1

Aplicando el método Simplex, las siguientes tablas quedan:

P1 P2 P3 v P4 Ps P | P7 | Ps LD
Z 0 -7/5 37/5 2/5 2/5 -1 -7/5 0 0 1
P1 1 16/15 | 4/15 -1/15 1 -1/15 0 1/15 I 0 0 0
pr 0 -4/3 20/3 -2/3 1/3 -1 -1/3 1 0 0
Ps 0 -1/15 | 11/15 1715 /15 0 -1/15 0 1 1

P P2 P3 v P4 Ps Ps p; |ps| LD
Z 0 2/25 0 57/50 | 3/100 | 11/100 | -103/100}-111/100 | O 1
P1 1 28/25 0 -1725 | -2/25 | 1725 2/25 -1725 0 0
P3 0 -1/5 1 -1/10 } 1720 | -3/20 -1720 3/20 0 0
Ps 0 2/25 0 7/50 | 3/100 | 11/100 | -3/100 | -11/100 | 1 1

P1 P2 | P3 v P4 | Ps | Ps | P7 | Ps | LD

Z 0 -4/7 0 0 -3/14 | -11/14 | -11/14( -3/14 | -57/7 | -50/7

P1 1 8/7 0 0 -114 | /14 | 1/14 | -1/14 | 277 277

P3 0 -1/7 1 0 1714 | -1/14 | -1/14 | 1/14 | 5/7 5/7

4V 0 477 0 1 3/14 | 11/14 | -3/14 | -11/14| 50/7 5077
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Solucién optima.

La distribucién probabilistica optima es:

P =029=2/7
p;=0 Con un valor probabilistico del juego de 7’14 = 7 licencias de barcos
p3=071=5/7

Es decir, la delegacién espafiola deberia adoptar la estrategia de negociar sélo
pesca con una probabilidad del 29%; no deberfa sentarse a la mesa para negociar
pesca y agricultura conjuntamente, y si negociar el conjunto global de intercambios
econdmicos con una probabilidad del 71%.
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PROBILEMA 31

Mortadelo estd muy contento porque entre €l y Filemon han inventado un juego
que consiste en mostrar a un tiempo la mano derecha pudiendo tener extendidos uno,
dos o tres dedos simultdneamente. Cada dedo representa una alternativa, de tal forma
que la combinacién de alternativas da lugar a unos pagos en pesetas que se muestran
en la siguiente tabla referida a Mortadelo.

F, F, F;
Filemoén extiende Filemén extiende Filemon extiende
un dedo dos dedos tres dedos
M;: Mortadelo
extiende un dedo -3 -2 -10
M,: Mortadelo
extiende dos dedos -9 -1 -8
M;: Mortadelo
extiende tres dedos -16 -1 -2

Con los valores mostrados, ;cudl deberfa ser la estrategia de Mortadelo para opti-
mizar sus resultados? ;A Mortadelo le interesa jugar a este juego o, por el contrario
deberia buscar otras amistades?

SOLUCION:

Se trata de un juego bipersonal de suma cero. La matriz de juegos del problema
referida a Mortadelo es la siguiente:

F; F, F;
M, 3 2 10
M, 9 1 3
M, 16 1 2

En ella se observa que para cualquier combinacién de alternativas siempre gana el
2° jugador, es decir, Filemén. Ante este panorama Mortadelo deberia cambiar las
reglas del juego si no quiere seguir siendo engafiado.

Analizando la matriz se observa que la alternativa F2 tiene siempre peores pagos

" para el 2° jugador que la 1* y 3* alternativas, por lo que estd dominada y se elimina
de la tabla.
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F, F;
M, 3 10
M, 9 3
M, 16 2

Aplicamos el criterio Maximin para Mortadelo y el de Minimax para Filemén con
objeto de intentar encontrar un punto de equilibrio.

Fl F3
Maximin
M, -3 -10 -10
M, -9 -8 -9
M, -16 -2 -16
Minimax -3 -2 Esta es la mejor
% entre las peores
para el 1« jugador

Esta alternativa es la menos mala entre las peores para el 2* jugador !

El punto de coincidencia corresponde a la celda M, F; pero no es punto silla o de
equilibrio porque aunque es el menor de la fila no es el mayor de la columna. Nos
encontramos, por tanto, ante un juego de estrategias mixtas donde hay que obtener la

“distribucién de probabilidades con que ha de elegirse las diversas alternativas para
obtener una estrategia de juegos que permita, si se juega un nimero elevado de veces,
que las pérdidas o ganancias sean indiferentes de la estrategia seguida por el otro
jugador. -

Como nos piden la estrategia éptima para Mortadelo, al tener tres alternativas
posibles utilizaremos la programacion lineal para obtener el valor de las probabilida-
des.

Llamando:

Xy: Fraccién de veces que Mortadelo ha de utilizar la alternativa M;.
X,: Idem con la alternativa M,.

X5: Idem con la alternativa M.

V: Valor del juego.

Partimos del supuesto que Mortadelo quiere maximizar sus ganancias. El proble-
ma lineal obedece al siguiente esquema:
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(Si hubiésemos supuesto un planteamiento en que Mortadelo quisiera minimizar
sus pérdidas se obtendria el mismo resultado ya que ambos planteamientos son dua-
les el uno con respecto al otro).

MaxZ =V .

S.a:

-3 X - 9%, - 16X, 2V

-10-X, - 8X, - 2.X, 2V
X, + X, + X, =1

X1,X2,X3,V20

Sin embargo, se observa que el valor del juego forzosamente serd negativo porque
todos los pagos de la tabla son negativos. En esta circunstancia no se cumplird la res-
triccién de que V = 0 por lo que al resolver el problema éste resultaria no factible. Por
esta razén es necesario hacer el cambio.

V=V -V
ConV'20 y V"20

Quedando, Max Z=V'-V"

S.a:

-3 X, - 99X, - 16X; -V +V =20

-10-X, - 8X, - 2-X, -V +V =20
X, + X, + X, = 1

X1,X2.X3,V,V’20

Pasando el problema a formato estdndar de minimizacién para aplicar el Método
Simplex.

- MinZ =~V +V’

-3. X, - 9X, -16X, -V +V - X, = 0

~-10-X, - 8%, - 2- X, -V + V - X, =0
X, + X, + X, _ o= 1

X15X23X3,X4,X5,V, ,V,’:>_O

- 220

itn realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2008

. los autores. Digital

©Del



Problemas de Programacion Lineal

Como no tenemos una matriz identidad para convertir en base inicial del proble-
ma afiadimos variables artificiales y utilizamos el método de penalizacion para eli-
minarlas. Damos a M el valor 50. El planteamiento queda:

~MinZ =~V +V +M-X +M-X, +MX,

S.a:
3. X, - 9X, - 16X, -V + V =X, +X, = 0
-10-X, - 8X, - 2-X, -V + V -X; - +X, =0
X, + X, + X, ' +X, = 1

Xj(jzl...8)20 ; X, X,, X, variables artificiales.
V.V 20

La matriz de restricciones del problema es:

-3 -9 -16 -1 1. -1 0 1 00
A=/-10 -8 -2 -1 1 0 -1 010
1 1 1 0 0 0 0 001

Base inicial: B =1 = [EX6 ,EX7 ,EXS]

Las variables basicas resultan:

; C, =(50,50,50))

B
i
< b e
Il
&)
S
il
_-0 O

Las variables no bdsicas le asignamos valor cero.

%,=0

~

Los valores para la fila cero de la 1% tabla Simplex son:
0

Z=C,B™" b =(50,50,50)-| 0 |=50
1
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-3
Zy —Cy, =Cy B -, —Cy =(50,50,50)-| ~10 |~ 0=—600
1

Z,, —Cy, =800

Z,, —Cy, =850

Zy, —Cy, ==50

Zy —Cy =50
-1

z,-C,=C,B" a,~C, =(50,50,50)-| —1|+1=-99
0

Z,~Cn =99

X; | X5 | X3 | V|V X4 | Xs| X6 | X7 | Xg | LD
Z | 600 | 800 | 850 | 99 | 99 | 50| 50| 0 | 0 0 50
X| 3| 9| 6| 1 [ 1] 1] o0o] 1|0 0
X, 10 [ -8 -2 1 |1 o] 1] o |1 0
Xg| 1 1 1 o o] o] o] o] o 1 1

Aplicando el algoritmo Simplex:
Zy—Cy = ﬂjle%x(lj - Cj)= 9=Z,-C,
V” entra en la base.

b. b
; : 00 !
V. =Min—:y,>0 =Min[—;“)=0=—“—-—
lsizm| y, | 171 Yy
La variable Xg sale de la base.

Yir = 1 : elemento pivote.
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Tras tres iteraciones del algoritmo Simplex llegamos a la solucién 6ptima con:

X, = % de las veces deberfa Mortadelo adoptar 1a alternativa Mj.
X, = 0. Mortadelo no deberia nunca elegir esta alternativa. ( M;).

X, = % de las veces deberia adoptar la alternativa M.

V=" 2% Valor probabilistico del juego favorable a Filemén. Se trata de un
juego no justo porque V=0.

Mortadelo, a la vista del resultado deberia plantearse hacerse amigo de Rompete-
chos.

Nétese que el problema hubiera podido simplificarse en su resolucién de varias
maneras, por ejemplo planteando el problema de programacién lineal en forma de
minimizacién, con lo que se hubiera ahorrado dos variables artificiales. También se
hubiera ahorrado dos variables artificiales si al resolver tal como se ha hecho se
hubieran cambiado las dos primeras restricciones de signo. Otra forma de resolver el
problema, para evitar cambios de variable, serfa modificar la tabla refiriéndola a
Filemén con los valores positivos.
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NOMENCLATURA PROGRAMACION LINEAL

* Formato de un problema de programacion lineal.
Minimizar (Min) o Maximizar (Max) Z = CpX, + C;X,+..+C X n

Sujeto a: (S.a:)
ap X, +apX, 4o ta,X, 20,
ay X, +apX, +..+a,X,2b,

n<

a.,X, +a

ml

X,+..+a,X b,

m2

Con X, X,,....X, 20
Dicho problema se puede expresar también como:

Min.oMax. Z=Y C;X

=1
Y a;X,;2b; (i=1..m)
= s ,

ConX,; 20(j=1.1)
* Significado de los elementos.

Z: Funci6n a optimizar (maximizar o minimizar).
Se denomina Funcién Objetivo.

Coeficiente de coste. Representa el coste o beneficio unitario asociado a una
variable X;. Los coeficientes de coste conforman el vector de costes
C=(Cp, CpyisCees,s C,) de dimensién (1 X n).

X:. Variable de decisi6n. Representa a las magnitudes que optimizan la
funcién objetivo, constituyendo las incégnitas del problema. Las
variables de decisién se agrupan en el vector de variables de decisién
X = (X}, Xp,... X, X,)! de dimensién (n x 1).

b;. Elemento de lado derecho. Representa una disponibilidad méxima o un
requisito minimo que ha de cumplirse. Se agrupan en el vector de lado

derecho b = ( by, b,,..., b;,..., b, ) de dimensién (m x 1).
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a;;. Coeficientes tecnolégicos. Representan la relacion existente entre una
variable de decisi6n X; y un elemento de lado derecho b;. Son datos del

problema y se agmpan en la denominada matriz de restricciones A de
dimension (m x n)

ay  Gp Gy,
A=|% 9 Do
aml ﬂmZ i amn

Z a; x b, + Esta desigualdad representa la i-esima restriccién.
J=1

X,,X,,...,X, 20: Restriccién de no negatividad. Restringe las variables de
decisién a valores no negativos.

 Formato Matricial de un problema de programacion.

MinoMaxZ =C - X

» Solucién Basica Factible de un problema de Programacién Lineal.

Sea:
Z(m X 7) : Matriz de restricciones
=(B.N);{B(mxm) : Matriz bésica
N(mx (n=m)) ; Matriz no bésica
X(nx1) = : Vector de variables de decision
X=(X,,X,);X,mx1) : Vector de variables bsicas

X w ((m—m) x 1) : Vector de variables no béisicas
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= [X,) [B'b) . o ‘
Al conjunto X = e =] 5 1se 1e denomina Solucién Bésica.
N

Si X, =B -b 20 se le denomina Solucién Basica Factible.
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ANALISIS DE SENSIBILIDAD

* Cambio en el vector de costes.
a) Asociado a una variable X; no bdsica: ™

S6lo cambia el elemento de 1a fila cero correspondiente a esa variable.

1.-Hallar AC, =C',—C,
2.-Hallar (Z, -C,)=(Z,-C,)—-AC,

Si (Z, - C,)> 0 — Aplicar Simplex Primal.
Si (Z, - C,)'< 0 — Tabla éptima.

b) Asociado a una variable X3 bdsica:

Cambia toda la fila cero excepto el elemento correspondiente a esa variable.

.- Calcular AC,, = C',,—C,, (t: posicion en la base de dicha variable)

2.- Hallar los nuevos valores de la fila cero.

(Zj - C./')': (Z;=CP+AC, -y, =C,5,-C,
3-Z'=Z+ACy, -b,

Sia(Z, - C,;)> 0 — Aplicar Simplex Primal.
SiV (Z, - C,)<0 — Tabla éptima.

« Cambio en el vector de lado derecho. ™

Cambia la columna de lado derecho de l1a tabla Simplex éptima.

1.- Calcular Ab =b'-b

Si b'> 0 — Tabla 6ptima.

Si b'#0 — Aplicar Simplex Dual.
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* Cambio en la matriz de restricciones.
a) Asociado a una variable no basica.
Cambia la columna j correspondiente al @, modificado.

1.- Caleular (Z, - C,)=C,-B™ -&,-C;

7

2.- Caleular y'; = B a';

Si (Z, - C;) >0 — Simplex Primal
Si (Z, - C,;) <0—> Tabla 6ptima

b) Asociado a una variable bdsica:

Cambia toda la tabla.

1.- Caleular (Z, - C;)'= C,-B™ -a@,'-C,

2.- Calcular ¥'; = B~ '

Si y'; =0— 4 deja de formar parte de la base. Se afiade una variable artificial
para recuperar ésta. A

Si y'; #0— Pivotamiento sobre el elemento y'j; para tratar de homogeneizar
1a tabla Simplex.

* Adicién de una nueva actividad (X,,,4).

Si(Z,,, — C,,,)> 0 — Interesa afiadirla.

¥,. =B &, — Aplicar Simplex Primal.

Si(Z

w1~ Co)S 0 > No interesa afiadirla.

* Adicién de una nueva restriccion.

Se sustituye el resultado 6ptim6 en dicha restriccién para ver si se éumple.
Silacumple = ——» Tabla 6ptima.

Sino la cumple ——» Se afiade la restriccion a la tabla como una nueva fila y
se aplica el método correspondiente.
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ANALISIS PARAMETRICO

» Cambio en el vector de costes.
C=C+AC ' -
Hay un cambio en la fila cero.

1.- Calcular la tabla éptima con C .
2.- Calcular para las variables no basicas (Z, - C)) y(Z',-C',):

en Ia tabla: método relativo.

Z,-C j){(Zj —C)) = GC,3; — C;:método absoluto

Z;-Cp= —C—‘B'yj -C;
3 Hallar $={j/(2',~C)>0}

Si S ={0} — Solucién actual 6ptima hasta A = co.

4- 4 = Mm(l(—zf—_—-q—))

<z,

s s : . A+ A: Cti ativo.
Solucién 6ptima desde 4 amemorhasta{)ﬁ A: Método relativo

| A: Método absoluto.
5.- Hallar los nuevos elementos de la fila cero.

(2, =C)+A (Z‘j-C‘j)
Z(2)=C, b+ AC 4D
6.- Una vez sustituidos en la tabla, calcular la nueva solucién

Optima alternativa.

7.- Repetir el procedimiento desde el punto 2. con la tabla correspondiente
a esa solucién Sptima alternativa.

* Cambio en el vector de lado derecho.
b=b+Ab

Hay un cambio en la columna de lado derecho.
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1.- Calcular la tabla 6ptima con & .
2.- Calcular:
_ [en la tabla: método relativo.

lf V?_— =B~ - b: método absoluto

b =B™"-b
3.- 8= {i/l?; <0}
Si § ={0} - Solucién actual 6ptima hasta A = oo.

4 - Calcular:

A b i
A = Min| —
ieS | — b'i
A+ A: método relativo.

Solucién 6ptima desde A anterior hastas .~
{ A: método absoluto.

5.- Hallar los nuevos elementos de la columna de lado derecho que serdn
sustituidos en la tabla Simplex:

X,(A)=b+2 b

6.- Una vez particularizada la tabla para A= A aplicar el método
Simplex Dual si es posible. Si no es posible, problema no factible a partir
de A =4.

7.- Repetir el procedimiento desde el punto 2.- con la tabla que resulta de
aplicar el Simplex Dual.
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PROGRAMACION POR OBJETIVOS
Existen dos tipos de restricciones:

a) No flexibles, expresan una restriccién €stricta.

iaﬁx}. <b (i=1..m)
=l

zn:al.jx‘. =b, (i =1.. m)
=1

b) Flexibles, proceden de los objetivos a alcanzar.

iaijxj—O,.:yf—yi_ (zzlm)

=
O;: Objetivo deseado

y;*: desviaciones por exceso del objetivo
y;: desviaciones por defecto del objetivo

Siempre se cumple que: y; -y, =0 ; y',y7 20

En la programacioén lineal se pretende optimizar un objetivo, en la programacién
por objetivos se pretende minimizar las desviaciones respecto a los valores deseados
en los distintos objetivos.

Si se desea O; mdximo, O, minimo y O3 exactamente, la funcién objetivo serfa:
MinZ = y{ +y; +y; +¥;
Si se establecen prioridades en los objetivos:

MinZ=My +Ny, +Py, +Py; con M >>N>>P.
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ALGORITMO METODO SIMPLEX

PASO INICIAL - T
-—! Seleccionar una SBF T
¥

Calcular:

>
sl

Nzﬁ'

Calcular:w=C,-B™

¥

Calcular:
Zj—CJ. =w aj-—C.

J

VieR

h 4

Determinar:
z,-C, =Max(z,-C,)

PASO SI | Solucién | )
PRINCIPAL | 6ptima [ STOP
NO
Calcular: y, = B g,
Opti '
PUMO s STOP
1 no acotado | :

Calcular:

br bi { ]

= Min|—:y, >0

yrk i=, yik\

1. Modificar B sustituyendo &, por &, =

= xpsaley x, =b,/y, 20 entraen labase.

2. Modificar el conjunto R de indices de variables no bésicas.

Fuente: De Ledn (1988)
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ALGORITMO SIMPLEX PARA VARIABLES ACOTADAS

PASO INICIAL
Encontrar una SBF inicial
v
Formar la siguiente tabla.
z X, X, X,, LD
z [1]0 G B'N-C, GB'N-GC,| 2
X, |51 BN, BN, 3
donde:
2=C,B" b~ (C;B"' N,-Cy) Iy, —(C,B"'N,-TC, )7,
b=B*5-B'N,i, —-B" N,
v
PASO
PRINCIPAL = - —_
o = Max{]%gfc(Zj ¢,), Max{C, -z, )}
SI Solucién
Optima
keR, keR,
NO
y . v
. lZi_lBi_ [ . bi_lBi. - O
=] B 5o 40 o pnlE s, <ol #0
091t raseereresranecenees 5, <0 Onrirerasenbeenin s nsnees 5,20
- Juy—b = 4B gy =D 5 40
7= ggg{ —y, <0}7yk%0_ ¥, = %SZZ{ Ve ’yikv>0}’ kzéo_
0 rererises it 5, 20 OOuurreresseresseeenasessnerans 5, <0
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Problemas de Programacion Lineal

Y

A, = Minly,. 1

2-Uy _lk)

OPTIMO NO
ACOTADO

Ag =767

v

X, entraen la base

X p, sale de la base

base X, =1,

—

¢

A= Min(7| sVl — [k)

OPTIMO NO
ACOTADO

Ap=7,67,

v

No hay cambio de
base X, =1,

X, entra en la base

X ,, sale de 1a base

3

Pivoteo sobre ¥,
excepto lado derecho

Pivoteo sobre y,, F=7_ (Z/. _ C'vk )Ak
excepto lado derecho — A
P ~ b=b-3,4,
T

Fuente: De Ledn (1988)
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PASO
INICIAL

PASO
PRINCIPAL

ALGORITMO SIMPLEX DUAL

Encuéntrese una base B dél primal, tal que

SOLUCION

"1 Seleccionese la fila pivote r con by < 0. Sea por ejemplo:

b= winf}

DUAL NO ACOTADO Y STOP
| PRIMAL NO FACTIBLE >

Seleccidnese la columna pivote k mediante la siguiente prueba-de |
razén minima: -

zZ,~-C.
=G gy 21~ 1y, <0
yr'k VieR yrj ’

A4

Pivoteo sobre y,,

Fuente: De Le6n (1988)
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suponen un cambio en el enfoque tradicional al abordar la parte prictica
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