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Prodlogo.

En la abundante literatura acerca de la Teoria de la Credibilidad aparecida
desde principios de siglo y ya desde hace algunas décadas en revistas
especializadas (Insurance:Mathematics & Economics, Astin Bulletin, etc.) el
problema de la estimacién de primas de seguros ha sido abordado desde el
punto de vista de la estadistica clésica y bayesiana. Sin embargo, y en un
contexto bayesiano, un estudio del rango de variacién de la prima cuando el
actuario tiene dificultad en la especificacién de una tinica distribucién a priori
es dificil encontrarlo en la literatura.

El problema que se aborda en esta Memoria es el de un anélisis de
sensibilidad bayesiano en la Teoria de la Credibilidad. Este andlisis nos
permitiréd decidir si los principios de célculo de primas son robustos frente
a imprecisiones en la especificacién de la informacién a priori del actuario, en
particular nos permitira jerarquizar los distintos sistemas de calculo de primas
segin su robustez.

La Memoria est4 estructurada en cinco capitulos, de los que cabe destacar
en cada uno de ellos los siguientes aspectos. En el capitulo 1 se exponen los
conceptos bésicos que se manejan en Teorfa de la Credibilidad, los modelos con
los que se trabaja y los objetivos detallados que se persiguen con la Memoria.
En el capitulo 2 se exponen los resultados del anélisis bayesiano robusto que
precisaremos para cumplir con los objetivos propuestos. En el capitulo 3 se
realiza un analisis de sensibilidad bayesiano para el modelo colectivo de la
Teoria de la Credibilidad (modelo colectivo compuesto y no compuesto). En
el capitulo 4 el andlisis de sensibilidad se realiza ahora en el modelo individual
o jerdrquico. El capitulo 5 presenta las conclusiones y lineas de trabajo
relacionadas con esta Memoria que estan siendo abordadas. En el Apéndice A
se calcula la predictiva para el caso normal-normal del modelo jerdrquico. Los
Apéndices B, C v D exponen datos que se utilizaran en el modelo jerarquico.
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Capitulo 1

Introduccién a la Teoria de la

Credibilidad.

El sequro es un servicio de seguridad ofrecido por una unidad econdmica o
ente asegurador (sociedad andénima, mutua o cooperativa de seguros) a un
cliente. Juridicamente se trata de un convenio oneroso por el que se establece
la transferencia total o parcial a otra entidad -distinta de la que puede sufrirlos-
de las consecuencias econdmicas de determinados siniestros. El contrato en
que se materializa este convenio se denomina pdliza de seguro y el precio del
servicio de seguridad es la prima de seguro, que es funcién del riesgo asegurable
y de los restantes factores que integran el coste de la empresa, denominandose
prima pura a la parte de la prima que atiende exclusivamente a la cobertura
del riesgo. Si un riesgo de una cartera de riesgos es demasiado grande para
una compaiiia, pasaré parte del mismo a otra u otras compaiifas, dando origen

a los reaseguros.

Fl término credibilidad fue introducido en la matematica actuarial como
una medida de la creencia que el actuario considera se debe dar a un cuerpo
particular de experiencia con el objetivo de desarrollar una tarifa. Segin
Hickman (1974) la Teorfa de la Credibilidad, a partir de ahora T.C., es une
coleccion de ideas concernientes al ajuste sistemdtico de las primas de seguros
o medida que se obtiene la experiencia de siniestralidad. El objetivo de la
T.C. consiste en agrupar las pélizas referentes a un mismo riesgo con una

serie de caracteristicas comunes en un colectivo, al cual le corresponde como

3
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4 Introduccion a la Teoria de la Credibilidad.

tal una determinada prima colectiva. Pero, a su vez, cada péliza tiene un
conjunto de caracteristicas especificas que la diferencian de las demas pdlizas,
caracteristicas que en la mayoria de los casos son inobservables o dificiles de
cuantificar, pero que se deben tener en cuenta a la hora de calcular las primas de
riesgo individuales. La T.C. estima dichas primas basandose en la informacion
pasada de la experiencia de siniestralidad, v las férmulas obtenidas son, en
muchas ocasiones, una suma ponderada de la prima colectiva y la media de las
indemnizaciones pagadas; las formulaciones obtenidas se denominan formulas
de credibilidad v €l factor de ponderacién utilizado factor de credibilidad.

El origen de la T.C. se remonta a los anos que precedieron a la Primera
Guerra Mundial, cuando algunas empresas norteamericanas, Con muchos
asalariados y baja siniestralidad, presionaron para que se les reconociera este
hecho en el importe de las primas a pagar. Las compafias aseguradoras usaban
entonces procedimientos credibilisticos justificados tedricamente mas tarde por
los actuarios. Desde principios de siglo se propuso estimar la prima pura
verdadera, z, de un empleado a través de la siguiente expresion:

t=2-p+(1-2) p
donde:
e p: Prima calculada para una clase ocupacional particular.
e p: Prima basada en la experiencia individual para un empleado.

e 7 Factor de credibilidad que mide la importancia que se le da a la

experiencia individual y a la del colectivo.

En cualquier modelo de T.C. pueden considerarse los pardmetros del
proceso de reclamaciones como constantes o como variables aleatorias; en el
primer caso el modelo serd acorde con la estadistica tradicional {(concepcién
frecuentista de la probabilidad) y en el segundo caso con la estadistica
bayesiana (concepcién subjetiva de la probabilidad). Hay autores como
Biulhmann, Freifelder, Klugman, Makov y otros que defienden abiertamente
la aproximacién bayesiana frente a otros como Margolin que se oponen a la
misma. Sin embargo no podemos decir que existan dos escuelas en T.C., la
clésica v la bayesiana, sino que existe una separacién que se debe en parte a las
distintas situaciones practicas en que nos encontremos. En algunas ocasiones

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



5

los juicios subjetivos no pueden evitarse; por ejemplo cuando una compafia
introduce una nueva clase de cobertura. En este caso, el actuario debera
realizar una valoracién inicial del riesgo en base al conocimiento de otros riesgos
similares. La prima obtenida inicialmente podré ir ajustdandose a medida que

se disponga de experiencia.

Desde el punto de vista actuarial los seguros se dividen en vida y no vida,
centrindose nuestro trabajo en los segundos, también denominados seguros
generales. El estudio de estos seguros se aleja bastante del enfoque clasico de los
primeros ya que incorpora técnicas més rigurosas del célculo de probabilidades
vy la estadfstica matematica. En el marco legal espafiol los seguros generales
se clasifican entre otros en: Accidentes, Enfermedad, Vehiculos terrestres,

Vehiculos ferroviarios, Aeronaves, Defensa juridica, Asistencia en viajes, etc.

Sus caracteristicas fundamentales son, en comparacién con los seguros

de vida:

1. Son operaciones a corto plazo. En la mayorfa de los casos la duracién
es anual, renovable ticitamente, por lo que el tipo de interés no juega el
papel fundamental que desempena en los seguros de vida.

2. Las probabilidades de los sucesos que dan lugar al pago de las
indemnizaciones no dependen, como en los seguros de vida, del factor
edad sino que existen multitud de factores que influyen en el acaecimiento
del hecho que dan lugar a una mayor complejidad en los problemas
de tarificacién. Por ejemplo, en seguros de automdviles existen como
factores de riesgo la clase del vehiculo, zona de circulacién, uso al que se

destina, datos del conductor, etc.

3. Los problemas de estabilidad son més complejos que en los seguros de
vida, va que la fluctuacién en torno a los valores medios, las primas, es

mayor.
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6 Introduccion a la Teoria de la Credibilidad.

1.1 Principios de cdlculo de primas Yy

propiedades.

La prima es el precio para el seguro (o reaseguro) vendido por la, compafiia
aseguradora. De forma reducida, una prima minima técnica esta compuesta
de los siguientes elementos (Capitulo 4, seccion 2, articulo 51 del Reglamento

de la Ley de Seguros):
e Prima pura de riesgo.
e Sobreprima de seguridad.
e Costo adicional para el beneficio.

En resumen, la prima o precio del servicio es el coste que para la empresa
puede suponer los siniestros mas el margen de beneficio. En nuestro trabajo
nos centraremos siempre en el primer y segundo elemento y nunca haremos
mencién al tercero.

El precio correcto, que es llamado rating, es vital, pues si es demasiado
bajo representa una pérdida para la compafifa v si es demasiado alto se pierde
competitividad frente a otras. Por tanto una de las labores del actuario
consiste en encontrar métodos de calculo de primas, generalmente llamados

en la literatura actuarial principios de calculo de primas.

Para un actuario un riesgo es lo mismo que una variable aleatoria; si
denotamos por X la variable aleatoria (X varia en el espacio paramétrico X')
tamafio de siniestro (nmero medio de siniestros o indemnizacién media), un

procedimiento de calculo de prima se define como sigue *.

Definicién 1 (de principio de calculo de prima (Gerber (1979)))
Un principio de cdlculo de prima es una funcion H que asigna a un Ti€sgo
X un nidmero real P = H(X), que se denomina la prima asignada al riesgo

X.

1La definicién 1 estéd extraida del libro de Gerber, y definiciones similares pueden

encontrarse en Freifelder (1974), Straub (1992), etc.
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1.1 Principios de cdlculo de primas y propiedades. 7

La interpretacién practica de esta definicién es la siguiente: para algin
riesgo X el asegurador estd dispuesto a recibir P como contrapartida al pago
aleatorio de X. Por tanto la ganancia del asegurador es P — X,y es una

variable aleatoria.

Ahora sea L : R? — R una funcién de pérdida que atribuye a algin
(z,P) € R? la pérdida sostenida por un decisor que toma la accién P y se
encuentra con el resultado z de algin experimento aleatorio. A partir de aqui
se define la verdadera prima individual de la siguiente manera 2,

Definicién 2 (de verdadera prima individual (Heilmann (1989)))
Dados un riesgo X con funcién de distribucion F(z) y una funcidn de pérdida
I : R? — R la verdadera prima individual es el valor de P que minimiza la

pérdida esperada
/X L(z, P) - dF(z) = E|L(X, P)],

donde = es el resultado del experimento aleatorio X y P la prima cobrada por

tomar .

En la mayoria de las ocasiones el minimo se determina diferenciando
directamente la expresién anterior e igualando a cero. Esta metodologia de
célculo de prima mediante funciones de pérdidas fue propuesta por Heilmann
(1989), obteniendo de esta manera los principios de célculo de primas que ya
se utilizaban v otros nuevos. En realidad resulta indiferente trabajar con esta
metodologia que hacerlo con funciones de utilidad aunque es mas cémoda la
primera; en el primer caso el decisor intenta minimizar la pérdida esperada y
en el sesundo maximizar la utilidad esperada. El valor de P obtenido de esta
manera lo denominaremos a partir de ahora verdadera prima individual.

Las funciones de pérdidas que conducen a los principios de célculo de

primas méas utilizados en la literatura actuarial son:
1. Si L(z, P) = (z — P)*, entonces:
P = Ep[X],

2Una definicién alternativa basada en funciones de utilidad est4 propuesta en Freifelder
(1974), y conduce al mismo resultado.

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



Introduccidon a la Teoria de la Credibilidad.

constituye el principio de prima neta o de equivalencia.

(e** — e*F)? con o > 0 , entonces:

. Si L(z,P) =

Q-

P = éLogEF [e“x} ,

constituye el principio de utilidad exponencial

Observemos que este principio de céleulo de prima viene dado en
términos del logaritmo de la funcién generatriz de momentos de la
variable aleatoria X. En Teorfa de la Decisién a o se le denomina
constante de aversion al riesgo (también llamada medida de Arrow-
Pratt) asociada al decisor que toma la funcién de pérdida L(z, P), en
el sentido de que cuanto mayor s & més adverso al riesgo sera el decisor
(en nuestro caso la compafia aseguradora). Los valores més usuales de
este parametro en los ambientes de decisién oscilan entre 0 y 0.00004.

. Si L(z, P) = ¢*®(z — P)? con o > 0, entonces:

Ep [Xeax}
Ep [eaX]

constituye el principio Esscher, tiene la misma interpretacion que en
el caso anterior. Observemos que ahora P se obtiene como el cociente
entre la derivada primera de la funcién generatriz de momentos y la

propia funcién generatriz, en el punto «a.
. Si L(z, P) = z(z — P)?, entonces:

Varp [ X]

Er (X7
Ep(X]”’

PI—E;-{')?]—:EF[X]+

constituye el principio de varianza.

La ventaja de este principio es que no s6lo estima la siniestralidad media
del riesgo, sino que nos proporciona también el recargo de seguridad que
debe llevar la prima pura para atender a las desviaciones aleatorias de
la siniestralidad. En muchos textos la expresién de P se presenta como
P = E[X]+§&-Var[X], con 6 >0 un parametro, y se dice entonces que
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1.1 Principios de cdlculo de primas y propiedades. 9

la sobreprima de seguridad es proporcional a la varianza. Esta expresion
resultar4 muy 1til en ocasiones en la que interese demostrar ciertas
propiedades para los principios de cdlculo de primas y asi lo haremos

nosotros mas adelante.

Existen més principios de célculo de primas pero nosotros en esta
Memoria sélo vamos a considerar estos cuatro (ver Gerber (1979)).

Observemos que todas las funciones de pérdidas consideradas son del tipo
L(z,P) = g(z) - [M(z) ~ R(P)]". (1.1)

Si h(z) es estrictamente creciente y diferenciable (luego invertible), y g(z) es no
negativa, entonces para todo riesgo X con Ep l9(z)] < 00, Erllg(z) - R(z)]| <

oo, se tiene que

HIX]=h"" [E l9(z) - h(xn] |

Er[9(z)]

y las férmulas de primas obtenidas son ilustraciones de este resultado. Ademas,
si h(z) = z,ie L(z,P)=g(z) (z— P)?, y g : Rt — R*, entonces g(z) es
creciente (decreciente) si y sélo si para todo riesgo X con Prob[X > 0] =1

H[X]= =——2—+— > (<)Er [ X]. 1.2
M= Th gty 2 4

La importancia de este tltimo resultado esté en que nos podra facilitar
la, demostracién de ciertas propiedades de los principios de cdlculo de primas

que veremos mas adelante.

Observemos que estos principios pueden desarrollarse siempre que la
distribucién del riesgo, F(z) sea conocida. Supongamos ahora que la
distribucién F(z) estd especificada bajo un parédmetro desconocido § que varia
en un espacio paramétrico © (i.e. F(z | 6)) con distribucién a priori mo(6),
denominada usualmente en el escenario actuarial funcidn estructura; en este

escenario la prima a priori se define de la siguiente forma.
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Definicién 3 (de prima a priori (Freifelder (1974))) Dados un riesgo
X con distribucion F(z | 8), siendo § un pardmetro desconocido con
distribucién a priori mo(#), y una funcion de pérdida L : R? — R, la prima a

priori es el valor P’ que minimiza la pérdida esperada

/@ L(P, P')ro(8)d6,
con P la verdadera prima individual definida anteriormente.

La prima a priori tal y como est4 definida arriba representa la mejor
decisién que estima la verdadera prima (obviamente desconocida). Observemos
que para calcularla se precisard que el actuario pueda definir una distribucién
de probabilidad (distribucién a priori) para el valor del parametro desconocido
(6), para lo que serd fundamental la experiencia que para el actuario le
supone lo acontecido en los perfodos precedentes, o bien lo acontecido en otros
contratos similares.

Para finalizar con este apartado expondremos el caso en el que la
distribucién de X estd especificada bajo un pardmetro desconocido, y donde
la tarificacién incorpora experiencia de siniestralidad individual.

En este caso el analisis bayesiano nos permitird combinar la informacién
inicial o a priori que se tiene sobre el pardmetro 6 con la informacién muestral
para obtener la distribucién a posteriori. Si 70(0) es la densidad a priori (que
refleja las creencias sobre § antes de obtener la informacién muestral), y @ es
la observacién muestral de una poblacién cuya distribucién depende de 8, la
verosimilitud del dato observado la denotaremos por f(z | ), v el Teorema
de Bayes nos permitird obtener la distribucién a posteriori mo(6 | z) de la

siguiente manera:

rol0 | @) = A @ LT g gy nye),

 Jo f(z | 6)mo(0)dE

es decir como el cociente entre la distribucién conjunta f(z | 6) - mo(0) v la
distribucién predictiva p(z | 7o) = [ f(z | 6)7o(0)d(0).

A veces, y por conveniencia matematica, el analisis bayesiano considera
la clase de distribuciones a priori conjugadas mo(f) para una verosimilitud
dado para que la distribucién a posteriori (¢ | ) tenga la misma forma que

la distribucién a priori. Una vez observado los datos la informacién a priori
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1.1 Principios de cdlculo de primas y propiedades. 11

se convierte en informacién a posteriori via teorema de Bayes. Esto permite
construir la prima a posteriori que se define de la siguiente manera.

Definicién 4 (de prima a posteriori (Heilmann (1989))) Dados

un riesgo X con distribucién F(z | 6), siendo 0 un pardmetro desconocido
con distribucién a priori 7o(8), una funcidn de pérdida L : R*> — R, y una
muestra &, la prima a posteriori es el valor P* que minimiza

/@ L(P, P*)ro(8 | 2)d0

siendo mo(6 | @) la distribucion a posteriori de 0 dada la muestra y P la
verdadera prima, definida anteriormente, es el valor que minimiza

[ La, P)f(z | 0)dz
X
Por tanto, si nos restringimos a los cuatro casos antes expuestos:

1. 5i L(P, P*) = (P - P*)z, entonces P = EF[X]7 y se deduce que,
P= [ [/X zf(z | 9)dx] 7o(6 | 2)d6 = Er, [Er [X | 6]].

1 - 1
2. Si L(P, P*) = E(e“P —e*")? con « > 0, entonces, P = ZLogEF [eax],

y se deduce que,

= Trog [ [[ e f(z | 6)da] (0 | 2)d0 = —Log [y, [Br [ | O1).

3. Si L(P, P*) = e*F(P — P*)*, o > 0, entonces,

[yzef(z] )de  Br [XeX |6]

B i 0)de ~ ErleX 0]

v se deduce que,

Jo Pe*Pro(6 | z)d8  Eny [P -]
JoePmo(8 |2)d8 ~  Eny 7]

P* =
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12 Introduccion a la Teoria de la Credibilidad.

4. Si L(P, P*) = P(P — P*)?, entonces,

_ Jx2?fz|0)dz _ Ep[X* | 6]

P = ez 0d=  Br[X10]

y se deduce que,

_ Jo Pro(0 | 2)dd  En, [P?]

P = Jo Pmo(0 | z)do T EL [P

En la tabla 1.1 y a modo de resumen se recogen los cuatro principios de
célculo de primas anteriormente expuestos en su version verdadera, a priori y

a posteriori.

Tabla 1.1: Principios en su versién verdadera, a priori y a posteriori.

Prima neta Exponencial
Verdadera (P) et 8)dz Llog [, e (z6)dz
Priori (P') Jo [ 51 (@ | 6)dz] mo(8)d8 1Log [, [ [, e*® (e | 8)dz] mo(8)ds

Posteriori {P*) f@ [[X zf(z | H)d:z:] mo(8 | «)df  Llog f® [fx e*® f(z | G)dz] o (8 | z)db

Esscher Varianza
e f(z|6)dz j 22 f(z)6)dz
Ve IK_—-—- Lx T
erdadera (P) fx c== j(ml)dr fx PP
P o f Pe*F mg(0)do f P2xo(8)de
.. o -
riori (F') fe &P o(6)d8 f@ Pro(8)de
fe PeP ro(6lz)de f P2ro(6]lz)de

Posteriori (P*)
W ., Pro(6lz)de

En la literatura actuarial no existe un sistema axiomadtico comunmente
aceptado de propiedades que un principio de cédlculo de prima deberia
satisfacer. Sin ser exhaustivos, contribuciones importantes en esta materia
pueden encontrarse en Gerber (1979), Heilmann (1988) y Hurlimann (1994).

Gerber sostiene que las cinco propiedades que un principio de célculo de
prima P = H[X] deberia satisfacer son:
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1.1 Principios de cdlculo de primas y propiedades. 18

1. Sobreprima de seguridad no negativa.

Esto significa que para evitar la ruina técnica la ganancia esperada
P = Ep[X] seré no negativa.

2. No estafa. La prima no excederd a la reclamacién méaxima posible rx.

PST)(.

3. Consistencia.Para cada riesgo X y cada constance c,
HX+c=HX]+c
Esto significa que si el beneficio se incrementa en una constante esta
constante tiene que ser afiadida a la prima.

4. Aditividad. Si X; y X, son riesgos independientes:

H[X; + X,] = H[X,] + H[X,).

Esto quiere decir que la incorporacién de riesgos independientes no
afectan a la prima total.

5. Iteratividad. Si X y S son riesgos arbitrarios:

H[X] = H[H[X | S]]

Esto significa que la prima para X puede calcularse en dos pasos.
Primero calcular la prima condicional (dado §) para X, H[X | S]
aplicando H a la distribucién condicional de X. Esta prima condicional
es una funcién de S y por lo tanto una variable aleatoria en si misma.
Entonces se aplica H a la distribucién de H[X | S] para obtener
H[H[S | X]].

Heilmann sélo presta atencién a la primera, mientras que Hurlimann no
nombra la quinta pero afiade estas otras:
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14 Introduccién a la Teoria de la Credibilidad.

6. Hlc = ¢, para toda constante ¢ > 0.

Esto significa que para un riesgo no aleatorio X = ¢, con Prob[X = |

1, la prima a cobrar sera c.
7. Homogeneidad positiva.
Hlc- X] = c- H[X], paratodocz= 0,

que resulta conveniente para corregir efectos inflacionarios.

Es f4cil comprobar que el principio de prima neta y el principio de utilidad
exponencial surgen como casos particulares del principio del valor medio, que

se define de la siguiente forma:

Sea v(z) una funcién con v'(z) > 0, v"(z) > 0, entonces P = H[X] se

define por ser solucién de la ecuacién:

La eleccién de v(z) = z produce el principio de prima neta, mientras
que v(z) = ¥, a >0, da lugar al principio de utilidad exponencial; ademas
se puede probar (ver Gerber (1979)) que si X3 y X; son riesgos arbitrarios
H[X:) = HH[X; | X2l sty sélo si H es un principio de valor esperado.
Este resultado es Gtil para verificar que los principios Esscher y de varianza
no satisfacen la propiedad 5, como se pone de manifiesto en la tabla 1.2, en
la cual se recogen los cuatro principios de calculo de prima antes presentados
y las propiedades que verifica la verdadera prima individual.

La demostracién de todas las propiedades que verifican los principios
de prima neta, de utilidad exponencial y varianza para la verdadera prima,
y que se encuentran en la tabla 1.2, puede verse en Gerber (1979), no
as{ las correspondientes al principio Esscher y por eso las desarrollamos a

continuacién.
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Tabla 1.2: Cuatro principios y las propiedades que verifica la verdadera prima

(P)-

Propiedad | Prima Neta Exponencial | Esscher | Varianza
1 SI SI S1 SI
2 SI SI SI NO
3 SI ST S1 SI
4 SI S1 ST SI
5 SI SI NO NO
6 ST S1 S1 SI
7 SI NO NO NO
1. Puesto que el principio Esscher se deriva de la funcién de pérdida

L(z, P) = e**(z—P)?, yestaes de la forma ( 1.1), utilizando el resultado
( 1.2) se obtiene

HIX]=P Be[X -] oo
[ ]—‘ - EF[eO‘X] e F[ ]
pR-2:4
9 Usamos X < rx con certeza, de donde < rx, luego
e
Er [X - e2X]
aX aX s — 4
Er [X‘e ] <rxEr [e ] y de aqui P = Erle¥] <rx.

Ep [(X +0) - =3+
Er [ea(X+c)]
Er [X . eo:(X+c) te- 60:(X+c)]
Er [ea(X+c)]
Ep X - X409 + ¢ Ep [ex*+9]  Ep X e=(X+9)]
Er [801(X+c)] - Ep [ea(X—i—c)]

HiX+ =

+ c.

4. Sean X; v X, riesgos independientes:

Er [(X1 + X;) - exot )]
Er [6Q(X1+Xz)]

H[Xl +X2] =
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16 Introduccion_a la Teoria de la Credibilidad;

Ep [Xl oy e Xa 1 X, . 62X ’eo")ﬂ
Ep 2% - eaX2]
~ _EF[Xg-eaxi]-EF{ewXﬂ + Ep [Xo- e . Ep [ex %]
- Er [ex%1] - Ep [e* 7]
Er [Xi-ee%]  Br[Xa e
Ep[ex%t] T T Er [T

= H{X))+ H[Xs).

La prima a priori y la prima 2 posteriori satisfacen las propiedades que
se recogen el la tabla 1.3,y la demostracién de las mismas es similar a la de

las propiedades que satisfacen la verdadera prima.

Tabla 1.3: Cuatro principios y las propiedades que verifica la prima a priori

(P") y la prima a posteriori (P*).

Propiedad | Prima Neta Exponencial | Esscher Varianza
1 ST SI SI ol
2 S1 Sl S1 NO
3 oI SI SI S1
4 SI NO ol SI
5 NO NO NO NO
6 NI SI Sl SI
7 sSi | NO NO NO

1.2 El modelo colectivo frente al modelo
jerarquico.

Histéricamente se han considerado dos modelos alternativos en T.C.: el modelo
colectivo v €l modelo jerdrquico o individual. Situarnos en el modelo colectivo
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1.9 El modelo colectivo frente al modelo jerdrquico. 17

de riesgo conlleva el hecho de que interviene como un todo la colectividad de los
asegurados, frente al modelo individual que se fija en el riesgo correspondiente
a cada péliza o asegurado; en este caso la cartera se considera dividida en p
pélizas, p € N, a su vez cada una de las cuales puede estar dividida en r polizas,

r € N, etc.

El modelo colectivo de la Teoria del Riesgo es una secuencia IV, X1, Xa, ..

de variables con la siguiente interpretacion:
e N es la variable aleatoria nimero de siniestros.

o X;i=1,2,.,N, es la variable aleatoria coste del i-€simo siniestro.
Estas variables aleatorias son entre si independientes y equidistribuidas.

e X = Z;’\;l X, es la variable aleatoria coste total.

En algunos casos especificos estas variables aleatorias degeneran en
variables deterministas. Por ejemplo en muchas de las diferentes formas de
los seguros de vida los costes de los siniestros son sumas fijas. En otras
ocasiones X; y N son variables aleatorias, como ocurre en seguros de accidentes,
especialmente en seguros de automéviles. En este caso el asegurador desconoce

las siguientes cuestiones:

1. ;Qué persona asegurada declarard un siniestro?
2. ;Cuéntos siniestros se declararan?
3. ;Cuéntos ocurrirdn?

4. ;De qué cuantia seran los siniestros?

Por otro lado, la forma de recogida de datos por parte de las compahias
aseguradoras determinard la metodologia de trabajo, y son las siguientes:

1. En algunas ocasiones las compaiiias recogen datos solamente de los costes
totales en unidades monetarias generadas por cada pdliza cada ano. En
este caso la Gnica via para trabajar en T.C. es utilizar estos costes totales
y todos los modelos y/o estimadores se referiran a la distribucién del coste

total.
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18 Introduccion_a la Teoria de la Credibilidad.

9. En otras ocasiones los datos se recogen separadamente para numero de
siniestros v coste de cada uno de ellos. La via en este caso para trabajar
en T.C. es componer los dos modelos, del namero de siniestros v de la
cuant{a de los mismos, para obtener la distribucién del coste total, esto
es, la distribucién compuesta. Esta es la via 6ptima para trabajar en

T.C.

3. Por tltimo, en algunas ocasiones se cree (algunas compafias lo hacen
para seguros de automéviles) que el nimero de siniestros es la tnica
componente que estd bajo el control del asegurador. Esto se piensa asi
porque una vez ocurrido un siniestro, la cuantia del mismo estd fuera
de control del asegurador. En este caso la via para trabajar en T.C. es
hacerlo solamente con el nimero de sinlestros y no con el coste total.

La T.C. cubre el modelo general, esto es, los casos 1 y 2, que seran
objeto de estudio en esta Memoria y a los que llamaremos modelo colectivo no
compuesto y modelo colectivo compuesto respectivamente.

Cuando se trabaja en T.C. el camino éptimo es hacerlo con la distribucién
del dafio total obtenida componiendo los modelos de ntimero de siniestros y
cantidad monetaria. En este caso la distribucién del dafio total es

F(z) = ProbX < z]= i Py-G(z),
N=0

siendo Py la distribucién del nimero de sinjestros v G(z) la probabilidad de
que, ocurridos N siniestros, la cuantia de los dafios sea menor o igual a z.

Si suponemos que las variables X; son independientes e independientes
del ntmero de siniestros, cada una con distribucion de probabilidad V'(z;),

F(z) adopta la sigulente forma,

Flz) = 30 Py V™ (o),

N=0

en donde VN*(.’Z?) es la convolucién N-ésima de la variable aleatoria X;.
Segtin la forma que adopte Py, F(z) recibe un nombre distinto. Asi,
si Py es la distribucién binomial, F(z) se denomina distribucién binomial
compuesta; si es la binomial negativa, entonces binomial negativa compuesta;
si es la distribucién de Poisson, Poisson compuesta. Por otro lado la forma que
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toma X; también es diversa, dependiendo por simplicidad de la distribucién
asumida para Py. Los casos mas usuales son:

Py Binomial, X; Geométrica
Py Poisson, X; Pareto
Px Poisson, X; Exponencial

El caso més extendido es el tltimo, Poisson-Exponencial, que seré tratado
en el capitulo 3 de esta Memoria. La determinacién de la distribucién del dafio
total constituye un tépico en Teoria del Riesgo que ha originado numerosas
investigaciones.

En algunas ocasiones, dentro del modelo colectivo de Teoria del Riesgo,
por ejemplo en seguros de automdviles, la frecuencia es la tnica componente
que estd bajo el control del actuario. Esto es, para conductores precavidos
podemos reducir el nimero de siniestros ocurridos 3 | pero una vez habido un
accidente la cantidad del dafio esté fuera del control del actuario. En este caso
resulta més apropiado trabajar con el nimero de siniestros y no con el dafio
total en unidades monetarias.

El modelo colectivo, como ya hemos dicho, trata la cartera como un
conjunto de pélizas anénimas, sin distinguir a un asegurado (o pdliza) de
otro. Esta situacién, ampliamente estudiada en teoria del riesgo, no se
ajusta del todo a la realidad, pues generalmente la compafifa dispone de
informacién de cada uno de los asegurados o pélizas, se introduce asi el modelo
jerdrquico o individual. En este caso la cartera se considera dividida en &
pélizas subdivididas en r pélizas (o asegurados), etc. El modelo asi asumido
se denomina jerdrquico, constituyendo el més general de todos el modelo
jerdrquico de mltiples niveles, y el maés sencillo el modelo jerdrquico de un
solo nivel (Klugman lo denomina one-way).

En este modelo, ver tabla 1.4, la cartera se considera dividida en &
pélizas (insistimos en la equivalencia de una cartera y & pélizas son una
pélizas y k asegurados), teniendo asociado cada una un pardmetro de riesgo
6;, i = 1,2,....,k. Este pardmetro de riesgo describe las caracteristicas de

3Mediante bonificaciones se estimula al conductor a no producir siniestro.
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Tabla 1.4: Modelo Jerarquico.

1 2 1...] k
Tl 2o | - | 2w
2 ZTyg | Tz | - | Tk2
t ol e | ZTag | - | The
0, | 6, | ... | 6

riesgo del contrato i-ésimo. En la mayoria de los caso es desconocido, de ahi
que sea considerado como variable aleatoria. Ademds la variable z;js indica
Ja experiencia de reclamaciones para la péliza j-ésima en el periodo s-€s1mo,
dondej=1,.,kys=1,..1, siendo ¢ el ntimero de periodos observados para
cada péliza. Es también una variable aleatoria, y se suele interpretar como el
importe medio de las indemnizaciones por siniestro.

El objetivo del modelo es obtener la prima a cobrar a cada uno de los

contratos (o asegurados).

El andlisis bayesiano jerarquico se adapta perfectamente a un problema

de esta naturaleza, pues el modelo jerarquico tiene la siguiente forma.

- Primer estado:

p(z | 6) = p(z1, .-, Tk) = HP(%‘ | 0:),

- Segundo estado:

p(6 | W) = p(b,..,00 | ¥) = [T p(6: | T),

=1

- Tercer estado:
p(¥),

con la siguiente interpretacién. Las observaciones zi, ..., &5 corresponden a k

fuentes diferentes pero relacionadas, por ejemplo & asegurados de una cartera
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homogénea, cada uno de ellos caracterizado por un pardmetro de riesgo 6;,
con distribucién a priori p(6; | ¥) dependiente de un hiperpardmetro V¥,
que generalmente tiene una interpretacién en términos de caracteristicas -
por ejemplo la media- de la poblacién (la cartera) de la que proceden los
k asegurados.

1.3 Objetivos de la Memoria.

Las compaiifas aseguradoras son, por encima de todo, empresas de servicios,
v como tal uno de sus objetivos ha de ser el ofrecer el mejor servicio al cliente
y al mejor precio.

La plena integracién europea conduce a las economias de los paises
integrantes a un nuevo escenario; como consecuencia de ello se producira
(ya se estd produciendo) una mayor liberalizacién de mercados y un proceso
de desregulacién del sector financiero, el sector asegurador entre ellos. Un
nuevo mercado de cerca de 350 millones de potenciales clientes surgira a partir
de la integracién plena y serd fundamental la aportacién de nuevos modelos
de gestidn y por tanto de sistemas de tarificacién. Es obvio también que la
competencia nacida traerd una avalancha de ofertas de nuevos productos.

Téngase en cuenta que la libertad de establecimiento y prestacion de
servicios permitird la apertura de agencias, sucursales o filiales en cualquier
estado de la Unién Europea bajo la autorizacién tnica del pais de origen, con
la posibilidad de cubrir riesgos en otro estado miembro sin necesidad de abrir
una agencia o sucursal. '

Por otro lado las primas contractuales en unidades monetarias en Espafia
estdn por debajo de la media del resto de la Europa comunitaria, lo que induce
a esperar un fuerte crecimiento en Espafia de los seguros de salud, jubilacién,
hogar y responsabilidad civil (los expertos europeos en la materia coinciden que
Espafia seré el pais con mayor crecimiento en el sector seguros en los préximos
afios).

Ademés un crecimiento importante del negocio en cuanto a seguros se
producirs en el sector del automévil, como consecuencia del incremento de las
garantias obligado por la normativa comunitaria que equipararan los limites
obligatorios de la responsabilidad civil hasta los niveles comunitarios. Si a
esto afiadimos el avance cultural, el mayor nivel de informacién del usuario y
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una Mayor preocupacion por el futuro, todo ello indica que la contratacién de

seguros en general se veré favorecida.

De otro lado uno de los problemas més graves con los que se enfrenta
el sector de seguros en Espaha es su falta de rentabilidad, relacionado
sobre todo por la elevada siniestralidad y los altos costes tradicionales en
ol sector®. Herndndez (1994) dice: Para luchar contra las elevadas tasas
de siniestralidad, las companias deberdn concentrar sus esfuerzos en aplicar
criterios de tarificacién que busquen el obligado equilibrio técnico, una mejor
seleccidn de riesgos y fomentar la prevencion de siniestros.

En definitiva, la adapatacién a la legislacién comunitaria de la Ley
de Contrato de Seguros de 1984 va a traer consigo un aumento de la
competitividad que obligard a las compafias a disefiar nuevos sistemas de
tarificacion.

Al margen del problema de la competitividad, otro de los grandes
problemas con los que se enfrentan las compafias aseguradoras es el del azar
moral. El problema de azar moral se presenta basicamente en los mercados
de seguros, cuando la gente una vez asegurada se vuelve menos cuidadosa
e incurre en probabilidades mas altas de siniestro que las calculadas por la
entidad aseguradora correspondiente. Esta es la razén por la que las compaiflias
tratan de luchar contra este fendémeno, haciendo rebajas en las primas de anos
sucesivos si no se produjeran siniestros (sistema bonus-malus) , 0 estableciendo
franquicias para que €l tomador del seguro sea corresponsable del riesgo en el

que pudiera incurrir.

Es frecuente (ver Freifelder (1974), Heidmann (1989) y otros) denominar
al precio teérico correcto que la compahia aseguradora cobraria a un cliente
true individual premium, que nosotros hemos denominado verdadera prima
individual y que denotaremos por P. S; consideramos una distribucién a priorl
para el parametro de la distribucién de siniestros podemos construir lo que
en la literatura actuarial se denomina prior premium y que NOosotros hemos
denominado prima a priori (P’). A partir de la distribucién a priori y después
de elegida una muestra podemos construir lo que los actuarios denominan

4], siniestralidad del ramo no vida ha pasado del 7T7% en 1992 al 80% en 1994.
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ezperience adjusted premium , y que nosotros hemos denominado prima a
posteriori (serd denotada, como expusimos antes por P).

La verdadera prima individual representa el precio tedrico que la
compafifa cobrarfa a un individuo dado al suscribir éste un contrato de
seguros; para obtener este precio exacto la compafifa debe conocer la forma
de la distribucién de probabilidad de siniestralidad v los pardmetros de esta
distribucién. Si esta informacién le es asequible a la compadia, la verdadera
prima individual se podré calcular. En T.C. se supone que esta informacién
no esta disponible; generalmente los valores actuales de los parametros de
la distribucién de siniestralidad son desconocidos. En tal caso la prima que
la compaiifa cobra es la llamada prima a priori, que representa la mejor
decisién que estima la prima individual. Para su calculo se requiere que la
distribucion de probabilidad de sinjestralidad sea conocida y que la compailia
(el actuario) pueda definir una distribucién de probabilidad para los valores
de los pardmetros desconocidos de aquélla. La informacién acerca de la
distribucién de probabilidad y de los pardmetros de la misma se obtiene
usualmente de los datos de contratos similares o de la experiencia anterior
sobre los mismos contratos. En este trabajo consideraremos que el proceso de
aprendizaje por parte del actuario le va a servir para identificar caracteristicas
de la distribucién a priori del parémetro de la distribucién de siniestralidad.

Sin embargo, es poco frecuente (ver Klugman (1992)), encontrarse con
un estudio de la variacién en el valor de esta prima cuando el conocimiento de
la distribucién a priori no es completo. En particular estudiaremos coémo se
comporta la prima a posteriori cuando se admite cualquier distribucién a priori
parecida a una inicial en la que el actuario tiene cierta seguridad. Hoy dia el
analisis bayesiano robusto permite hacer un estudio como el que proponemos,
en el que el término parecido aqui lo asurnimos en el sentido de clases de
contaminaciones.

La metodologia de un analisis de robustez consiste en sustituir en el
modelo la distribucién a priori por toda una clase de distribuciones a priori
plausibles y medir el rango de variacién de cualquier medida a posteriori (en
nuestro caso la prima a posteriori).

En lineas generales el planteamiento, y para el modelo colectivo, es el

siguiente, dada la clase

I' = {Distribuciones a priori del pardmetro 0 € O},
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a la que pertenece la distribucién a priori asignada al parametro, (@) €Tl ,y
dada la observacién muestral z, se trata de calcular los extremos de la prima
a posteriori sobre la clase I'.

El punto de vista del anslisis bayesiano robusto consiste en considerar una
magnitud a posteriorl de interés, sea o(m, @), y examinar el comportamiento
de esa magnitud cuando se incorpora incertidumbre sobre la distribucién a
priori. El caso de primas de seguros puede adaptarse a una cantidad de este

tipo, pues la prima a posteriori no es més que una media a posteriori, esto es,
= [ g0)mo(0 | 2)d6,
para el principio de prima neta, ¥
, 1
P = —Tog [ g(O)m(8 | 2)db,
<)

para el principio de utilidad exponencial, con g(f) en ambos casos igual a P
(la verdadera prima).

La siguiente cuestion es cémo modelizar la incertidumbre sobre la
distribucién a priori; un camino hasta el momento muy aceptado es la
consideracién de clases de distribuciones a priori. Especificada una clase
de distribuciones a priori plausibles, sea T, el anélisis se dirige a calcular
las oscilaciones de o(m, @) en esa clase, cuantificando esas oscilaciones por
el intervalo lré% P* sup P*). La lectura de este intervalo da una idea al

rel
usuario de cuanto pueden variar sus conclusiones si su incertidumbre sobre la

distribucién a priori estéd bien modelizada por I

Otra cuestién es el formato especifico que se use para las clases T'; algunos

ejemplos son:

. Clases dadas por uno o dos momentos. Histéricamente fueron las
primeras clases que se usaron por la ventaja técnica que presentaban

pero se abandonaron por el flojo soporte intuitivo (Eichnauver, Lehn y

Retrig (1988)).

_ Clases dadas por cuantiles. Han tenido v tienen una gran aceptacion
debido a que el célculo técnico que conllevan es factible vy a que tienen
un fortisimo soporte intuitivo (O’Hagan y Berger (1988)).
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- Clases con caracteristicas de forma. Por ejemplo la unimodalidad,
simetria, etc.. Tienen un gran soporte intuitivo en muchos casos y el
calculo técnico que conlleva también es factible.

_ Clases de contaminacién. El célculo técnico es factible, son clases
muy flexibles jugando con la clase contaminante y la idea de proximidad
entre distribuciones de probabilidad es muy intuitiva ya que se basa en
probabilidades parecidas (Berger y Berliner (1985), Sivaganesan (1988)
y Sivaganesan y Berger (1989)).

Nosotros, puesto que el andlisis de robustez no ha sido realizado
por muchos autores hasta ahora en T.C.5 hemos optado por las clases
de contaminacién que permitan graduar el alejamiento o proximidad de la
distribucién a priori del parametro de interés especificado. Esta clase estd

definida por:
.= {m(8) = (1 —&)-m(6) +e-q(0) | 4(8) € 2},

donde £ € [0,1], m(0) es la distribucién a priori bésica y & es una clase de
distribuciones a priori, la clase contaminante.

Para el principio Esscher y de varianza, obsérvese que la prima a

posteriori es del tipo

« _ Jog1(0)mo(0 | x)db
Jo 92(0)7o(0 | )db’

es decir, el cociente de dos medias a posteriori, y no una media a posteriori

P

como ocurre con el principio de prima neta y exponencial. En el capitulo
2 abordaremos un procedimiento teérico que nos dé solucién al problema de
obtener el intervalo de variacién de la prima en este caso, y que no diferird
mucho de la mecénica a seguir para la obtencién del intervalo de variacién
para el principio de prima neta y exponencial.

Para el modelo jerdrquico el planteamiento sera similar pero utilizando

el analisis bayesiano jerarquico.

5En Makov (1994) se realiza un anlisis de robustez pero basado en la funcion de pérdida
y no en la distribucién a priori, y en Rios et al. (1995) se realiza un analisis de robustez
para el modelo colectivo y en el que se considera el nimero de siniestros.
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La especificacién de una clase concreta de distribuciones a priori pretende
ser una modelizacién adecuada de la incertidumbre que el usuario tiene sobre
su especificacién de una distribucién a priori singular.

En ningtin momento se pretende que todos y cada uno de los elementos
de la clase T, sean intercambiables e igualmente vélidos para el usuario. La

interpretacién correcta del intervalo inlf P* sup P* | es que si su longitud es
el ﬂer‘c

pequeda, el usuario puede estar tranquilo con sus conclusiones respecto a su
incertidumbre en la distribucién a priori.

Los objetivos del trabajo son estudiar individualmente la sensibilidad
de los principales principios de cilculo de primas (prima neta, exponencial,
Esscher y varianza) bajo los dos modelos utilizados para los principios de
tarificacién: el modelo colectivo y el modelo jerarquico o individual.

Una vez abordado el primer objetivo, un segundo objetivo tiene un
carécter global, ya que se trata de intentar jerarquizar los principales principios
de calculo de primas de acuerdo a una de las propiedades que atn no ha
merecido especial atencién en la T.C. y que es la sensibilidad o estabilidad
respecto a las modelizaciones de las creencias iniciales del actuario.

Una consecuencia colateral de adoptar una metodologia como esta puede
llevarnos a pensar en que la compania pueda cobrar como valor de la prima
cualquiera del intervalo anterior. Sin embargo esta actitud podria llevarnos a
conclusiones nada razonables.

Por ejemplo si la clase T' no es plausible en nuestro problema, el intervalo
anterior puede ser tan amplio como se desee, hasta el punto de llegar a ser
trivial. Supongamos por tanto que I' es una clase razonable, por ejemplo una
clase de contaminacién: si € es muy grande el intervalo puede volver a ser
trivial; si la observacién muestral @ es eztrasia, el intervalo vuelve a crecer
exageradamente.

En definitiva, pareceria que el usuario tendria mds libertad para escoger el
valor que le interese cuanto mas grande sea la clase I' (aunque sea inverosimil)
o cuanto mas confrontacién haya entre los datos y la informacién a priori.

Desde luego este apartado merece un estudio mas profundo tal y como

planteamos en las lineas abierta, apartado 5.7.
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Capitulo 2

Resultados del analisis
bayesiano robusto.

Una vez determinados los objetivos bdsicos de la Memoria hemos decidido
dedicar un capitulo de la misma a las herramientas bésicas del andélisis
bayesiano robusto de las que haremos uso en los capitulos siguientes dedicados
a las aplicaciones de los modelos mds ampliamente utilizados en la fijacién de
primas.

Tal y como se ha comentado ya, el rango de variacién de las primas a
cobrar sera nuestra medida de interés a la hora de evaluar la presencia o no de
estabilidad en el proceso de fijacién de primas. Este hecho nos permitira tener
jerarquizado el conjunto de los principales criterios de fijacién de primas.

Este capitulo aborda los tres grandes tdpicos que utilizaremos
posteriormente. En una primera parte expondremos los resultados del analisis
bayesiano robusto que nos permitiran obtener el rango de variacién a posteriori
de expresiones del tipo

/@ 9(8)70(6 | z)db.

Con estos resultados podremos obtener el intervalo de variacién de la
prima a posteriori para el principio de prima neta y de utilidad exponencial

que son los que pueden contemplarse mediante esta estructura.

Si pensamos ahora en los principios de calculo de primas de Esscher y

27
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varianza que son
_ Jo PePro(8 | 2)df _ Eno [P -]
 JoeoPmo(8 | z)db B, [P

_ Jo P?mo(0 | )df _ E., [PY
Jo Pmo(6 | 2)df E. [Pl

vemos que estos no se ajustan a una estructura como la anterior ya que se trata

P*

P*

de cocientes. Es por ello que en la segunda parte se expondrén los resultados
del an4lisis bayesiano robusto que nos permitird obtener el rango de variacion
a posteriori de expresiones del tipo

Jo 91(0)mo(6 | z)db
Jo 92(8)m0(0 | &)db’

y que seran tutiles para obtener el intervalo de variacién a posteriori de la prima

para el principio Esscher y de varianza.

Es bien conocido que a pesar de los avances en el campo de la estadistica
bayesiana, varios son los problemas que suelen achacarse a esta aproximacion.

La eleccién de la distribucién a priori, que tiene un caracter subjetivo,
estard basada en la informacién previa acumulada por el investigador. Sin
embargo, en la practica, serd muy dificil discernir entre ciertas distribuciones
con caracteristicas similares. Por ejemplo, podemos estar convencidos de que
la distribucién a priori es unimodal y simétrica, pero distinguir entre las
distribuciones Normal y Cauchy puede ser muy dificil. En otras ocasiones,
la. especificacién de la distribucién a priori se hace dificil porque la decisién
ha de ser tomada por un grupo de personas que pudieran tener diferentes
opiniones a priori.

Todo ello da pie a la necesidad de realizar anélisis de robustez bayesiana,
en los que se estudia la sensibilidad de la respuesta a la incertidumbre en la
especificacién de la distribucién a priori. Generalmente la respuesta consiste
en una cantidad basada en la distribucién a posteriori. Este tipo de andlisis
ha tenido una gran difusién en los dltimos afios, y se refleja en el gran nimero
de trabajos surgidos (ver Berger (1994), Sivaganesan (1989,1991), y otros).

Un andlisis de robustez consiste en representar la imprecisién sobre

la distribucién a priori mediante una clase de distribuciones a priori. A
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continuacion se calculan el {nfimo y el supremo de la cantidad de interés cuando
la distribucién a priori oscila dentro de la clase especificada. Si la diferencia
entre el supremo y el infimo es pequena se concluye que el andlisis es robusto y
que el experimentador no debe preocuparse por las imprecisiones cometidas. Si
por el contrario esa diferencia es grande, se dice que existe carencia de robustez.

En definitiva, un anélisis de robustez consiste en sustituir la especificacién
de una tnica distribucién a priori por toda una clase.

De entre las muchas clases que se han propuesto, la clase de
contaminacién es, quizas, la que mds atencién ha recibido. Supongamos
una distribucién a priori fija mo(¢) y asurmnamos un grado de imprecisién (se
le suele llamar grado de contaminacion) € € [0,1] en la especificacién de esta

distribucién. La clase de e-contaminacién se define como
T, = {r(f)=(1—¢) m(8) +e-a(0) [g € Q},

donde Q es un conjunto de distribuciones de probabilidad que se le suele

denominar clase contaminante. Sobre la eleccién de esta clase también se

ha escrito mucho, aunque nosotros nos ceniremos a las siguientes:

Q,={Todas las distribuciones},

Q, ={Distrib. unimodales con la, misma moda, 0y, que 7o},

Q5 ={Distrib. simétricas y unimodales con la misma moda, o, que 70} s

2.1 Rango de variacién de la media a
posteriori de g(0).

Nos proponemos en esta seccién exponer los resultados del analisis bayesiano
robusto que nos permiten estudiar el rango de variacion a posteriori de

expresiones del tipo

[ a(@)ma(6 | )dt.
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En este caso, asf como en el de unimodalidad v en el de unimodalidad
y simetria, es fundamental considerar el siguiente lema cuya demostracién

aparece en Sivaganesan y Berger (1987%).

Lema 1 (Sivaganesan y Berger (1987)) Si A > 0y f(z) y g(z) son

funciones continuas con g(z) > 0, entonces:

B[ f@)dF@) _ B+ f(z)
s (o) T gmar ) o ) At o)

donde sup e inf estdn tomados sobre todas las distribuciones de probabilidad
B
dF(z) v A, B, f(z), g(z) son tales que el infimo y el supremo de I—:—J;%

son alcanzados para algunos valores de z.

En el siguiente teorema probaremos que el rango de la media a posteriori
de g(8) sobre la clase I'. se puede obtener encontrando los extremos de una
funcién de una variable. La demostracién es similar a la del teorema de

Sivaganesan (1988), claborada esta para g(f) = 6 y que contiene un error.

Teorema 1 Sea o™ (x) el valor esperado a posteriori de g(8) con respecto a la
priori m, entonces para T., Q, y siempre que [g g(0)f(x | 6)q(8)df < oo,
sup (inf ) ¢"(x) = sup (ir;f) R(9),
8

WEFe ’/TEPE

Ap Nf(x |6 —£
donde E(6) = :fﬂ)af (‘ 9‘) ), A= m0), Ao = A 00(@) v

m(x | mo) es la densidad predictiva de © dada o.

Demostracion.- La densidad predictiva de dada 7o €s

mlx | 7) = /@f(a: | 6)7(0)d6
=(1—¢) -m(z | 7o) +c -m@ | 9).

Por otro lado observemos que 7(8 | ) puede escribirse como

(= 18)r0)
"(012) = T 0w (8)d0
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(1—¢) f(=]6)-m(6) +e- flz|6) ql0)

- m(x | )
_ (1—¢)-mz |m) m(0|z)+e-m(z]qg)-q@]z)
m(x | )

= Ma) m(d|2)+[1 - A=) -0 | 2),

con

(1—¢)-m(z | m)
m(z|T)

M) =

Luego
o (@) = Az) - (@) + [1 = M=)] - (=)
(1-¢)-mlx | m0) a™(z) + - m(x|qg) ()
(1—¢) m(@|m)+e-m(z]q)
l—¢ m(:c ‘ WO) . Qro(ﬂ'}) +m(:1: ‘ Q) . f@g(a)f(w | G)Q(G)dg

£ m(z | g)
- 1—¢

-m(@ | wo) + m(z | 9)

Ao + Jo 9(8) f(= | 0)q(8)d0
A+ Jo fle | 0)g(0)d0

Ahora aplicando €] lema 1 €l teorema queda demostrado.

O

El siguiente lema constituye el tratamiento bésico para contaminaciones
unimodales. La demostracién estd basada en la representacién de densidades
unimodales como una mixtura de densidades uniformes (ver Feller (1989)) -

Lema 2 (Sivaganesan y Berger (1987)) Dada q como en Q, y g tal que
Jog(8)f(z | 0)q(8)df < oo, entonces

[ o@ (@1 0a(@yis = [ Ho(=)- dF (=),
donde F es alguna funcion de distribucion (la miztura que produce q) y

{ LI st o), sz £,

Hé(z) =
g(00) f(x | bo), siz=0.
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En este caso los extremos se alcanzan sobre contaminaciones uniformes,

como exponemos a continuacién.

Rango del valor esperado a posteriori de g(9)

Sea I, y I'} C I'. dada por

Tl = {(1—¢) mo(6) +¢-q(8) : g ~ U(bo, 80+ z) 6 U6 — 2,00),z > 0}.

En orden a encontrar el rango del valor esperado a posteriori de g(f)
sobre la clase I'. es suficiente maximizar y minimizar sobre la clase mucho
més pequeda y sencilla T}, como se muestra en el sigulente teorema, cuya
demostracién, que puede verse en Sivaganesan y Berger (1989), pasa por
demostrar que los extremos se alcanzan sobre una subclase de I'. (de nuevo
hay que utilizar el lema 1). De este modo el problema se reduce a encontrar

los extremos de una funcién de una variable.

Teorema 2 (Sivaganesan y Berger (1989)) Sea p™(z) el valor esperado a
posteriori de g(f) con respecto a la priori w. Entonces, para I'. y [} como las

anteriores,
: n : 7r _ : Ao+ Hg(z)
sup (inf) p"(x) = sup (;grf})p (@) = sup (inf) — == TH)

donde A= }_—sm(:c | m0), Ao =A-p"(z), m(z | m) es la densidad

predictiva de  dada 7o, mientras que Ho(z), Hé(z) vienen dadas por

Bo+2
1/90 fl@]6)d8, siz#0,

Ho(Z) = z
fle b)), stz=0,

S [ s 0, siz o,

g(0p) f(x | bo), siz=0.

Hé%z) =

El siguiente lema constituye el tratamiento basico para contaminaciones

simétricas y unimodales.
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2.1 Rango de variacion de la media a posteriori de (). 33

Lema 3 (Sivaganesan y Berger (1987)) Para q como en Q3 y g tal que
Jo9(6)f( | 0)q(6)df < oo, entonces

[ @)1 0)g0)do = [~ H(z)- dF(z),

0

donde F es alguna funcion de distribucién (la miztura que produce q) y

Ho(z) = %Afiizg<9)f(w | 6)df, siz#0,
9(8)f(x | 6o), siz=0.

Al igual que ocurria en el caso de contaminaciones simétricas, los
extremos se alcanzan de nuevo sobre contaminaciones uniformes, como
reflejamos en el siguiente apartado.

Rango del valor esperado a posteriori de g(6).

Sea I'. y I'? C I'. dada por:

I?={(1—¢) -m(0) +c-q(8): q~U(by— 2,0, + 2),z > 0}.

€

En orden a encontrar el rango del valor esperado a posteriori de g(f)
sobre la clase T, es suficiente maximizar y minimizar sobre la clase mucho
més pequefia y sencilla ['?, como se muestra en el siguiente teorema, cuya
demostracién, que puede verse en Sivaganesan y Berger (1989), pasa por
demostrar que los extremos se alcanzan sobre una subclase de I'. (de nuevo
hay que utilizar el lema 1). De este modo el problema se reduce a encontrar
los extremos de una funcién de una variable.

Teorema 3 (Sivaganesan y Berger (1989)) Sea p™(z) el valor esperado a
posteriori de g() con respecto a la priori w. Entonces, para T'c y I'% como las
anteriores,

AO + HQ(Z)

sup ( inf }p™(z) = sup (inf )p"(x) = sgp (igf)ma

rele mEle wel? m€l?
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— &

donde A = !

predictiva de € dada T, mientras que Ho(z), H%(z) vienen dadas por

m(z | 7o), Ao =A-p"(®), m(x | mo) es la densidad

1 Go+2 .
Ho<z)={ /9 flz | 6)d6, siz#0,

—é_; 0o—=z
f(wkeo)v SiZ’—'O,

1 ootz
H(z) = { 2, /90_2 g(8)f(x | 6)d8, siz#0,
9(6)f(z | 6o), s12=0.

2.2 Rango de variaciéon del cociente de

medias a posteriori.

En esta seccién expondremos los resultados del anélisis bayesiano robusto que
nos permite estudiar el rango de variacién a posteriori de expresiones del tipo

Jo 91(0)7 (60 | z)df
Jo 92(8)m (0 | )db’

De nuevo probaremos que el rango de variacién del cociente de medias a
posteriori se puede obtener encontrando los extremos de una funcién de una
variable, como demostramos en el siguiente teorema.

 fosr(8)(8| @)ds

Jo g2(6)x (6| z)db
posteriori de g,(0) y de go(0) respectivamente con respecto a la priort .
Entonces para L., Q; y siempre que [ g1(8) f(z | 0)g(8)d6 < oo y fo g2(8) f(z |
8)q(0)df < oo,

Teorema 4 Sea §"(z) el cociente de las medias a

sup (jinf )07 (x) = sup (inf) 5(9),

Aot a@)f(e|d) , 1-¢ _
donde S(0) = G ey A= m(mmo)./@gg(e),‘o(am)de,

Ao =A-§(x), ym(z | m) es la densidad predictiva de ® dada 7.
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Demostracién.- En el teorema 1 se obtuvo que la distribucién a posteriori,

mo(f | ), se podia escribir como

R(6] 2) = Az) - mol0 | ) + [1 = A(@)] - (0 | ),

o) = D mE )
’ _comi(z]g)
1— A=) (e | ™) )
Luego,
/ g1(6)7 (6 | ©)d8

A()/m@hﬂ\)W+U—A@ﬂém@ﬂﬂmﬂﬁ
A partir de aqui se tiene,

Jo 91(0)r (0 | 2)db
Jo 92(60)r (6 | )do

1
- bm()w‘@w{M@'LmWWdﬂmwe

+ - <>1/ (0)a(0 | )36

§™(x) =

= Jo g1 (6| x)do _ N
 Jo gal 0)7T (6] x)dd {/\ (f@gz 6| w)d@) /992(9) o0 | z)dd
+ H—Mwlf (0)4(0 | @ )}
T Jo9:(0 9 l x)df {)\ f g2(8)mo(6 | @)db
+ [1—-XM=)]- df)}
— M) & fe 92( )7o(f | )dd 1. fo91(8)g(8 | 2)df
= M) 5@ e ma T 0@ )
_ (-om(= x | mo) 5W0($)f9 g2(8)mo(8 | z)db

| )

Jo 92(0)m(6 | z)db

m{x | T
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e-m(x|q) fo91(0)q(0 | x)do
+ m(x | 7)  g2(0)n(0 | z)db

! 7o
= m(z | 7) - Jo g2(8)7 (6 | aj)d&{ (1—¢)-m(z|m) ™ (x)

que

JREGLGRL
= M)+ [ 0®)mo(0 | 2)d0+ 1= A(@)] [ 02(8)a(6 | )df,

y denominando
Mzm@mypwyéﬁw%wmme

+ O—A@)/@G (0] )df

= (1—¢) x| 7o) /gz mo(6 | 2)d
f(=]6)48) ,
+
z|q) /g q)
nos queda,
& ()

= = {1-e) e |50) (@) [ 0:O)mo(6 ] 2)as

b eom(z]q)- / g1<0>i<—“—”wd9}
1_6 x| mo) - /92 Yro(8 | d0+/g1

x | 7o) /@gz (8)mo(0 de‘}'/egz z | 0)q(0)dd

_ %+bm@ﬂxwm@w
A+ fo92(0)f(x | 0)g(6)df
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~ Aplicando ahora el lema 1 el teorema queda demostrado.

4

Para el caso en el que se exiga que la contaminacién sea simétrica es
fundamental el siguiente teorema.

Jo 91(0)x(6 | =)d6
Teorema 5 Sea 6" (x) = , entonces para L. It como
) = o 0:0) (0 | )0 pore Te v
las anteriores y siempre que [og1(0)f(z | 0)g(0)dd < oo y [o g2(8)f(z |

8)g(0)df < oo,
. _ - . AO -+ H% (Z)
sup ()5 (=) = sup (1l )0"(@) = wp 2 oty

donde A = }—;—Sm(w 170)- [ 9:(0)f(2 ] 6)d8, Ao = A-%(x), m(z | 7o) es

la densidad predictiva de  dada 7o, mientras que H9 (z), H%(z) vienen dadas
por

L 0o,  si
T e
g1(60) f(z | bo), siz=0,

1 Go+2 '
H(z) = { z /eo 9=(0)f (@ [0O)dh,  siz 70,
g2(00) f(x | 60), siz=0.

Demostracidn.- La demostracién es idéntica a la del teorema 4 hasta llegar a

Ao+ Jo 9:(0)f( | 0)q(0)db
A+ [0 92(0)f(z | 0)g(0)dE’

y esto puede ser reescrito, teniendo en cuenta el lema 2, como

() = Aot HO(2) - dF(2)
T AT [ He(2) dF(2)’
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38 Resultados del andlisis bayesiano robusto.

para alguna distribucién F(-). Aplicando ahora e] lema 1 el teorema queda
demostrado.

O

Por ultimo, para el caso en el que se exiga que la contaminacién sea
simétrica y unimodal se precisard del siguiente teorema.

Jog1(0)7 z)df

(|
fegz( )m (6] 2)db’
las anteriores y siempre que [o g1(0)f(z | 0)g(8)df < oo y [og2(8)f(z |

8)q(6)d6 < oo,

entonces para I y [? como

Teorema 6 Sea §"(x) = Z

enemi N _ . Ao + H% (2)
sup (inf )6™ () = sup (;gf )07 () = sup (mf)m,

donde A = 1—‘Em(m 70)- [ 02(0)(w | 6)d8, Ao = A-6%(2), = | 7o) es
la densidad predzctwa de © dada 7o, mientras que H9(z), H%(z) vienen dadas

por

Bo+z
H%(z) = { 512/90_2 91(0)f(= | 6)df, siz#0,
g1(00)f(= | B), siz=0,

H*(z) = { 2—2 /99—+ 92(0) f(m | 9)dO, siz#0,
g2(00) f(z | 8o), stz=0.

Demostracion.- La demostracién se omite por ser similar a la del teorema

anterior, aplicando ahora el lema 3.
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2.3 Sensibilidad relativa.

Cuando los resiimenes a posteriori tienen diferentes érdenes de magnitud, por
ejemplo la media a posteriori y la probabilidad a posteriori, sus rangos son
diffciles de comparar. Incluso aunque no vayamos a comparar entre dos, a
veces, con uno solo no es facil concluir si un determinado intervalo es grande
o es pequenio. El estudio de estos rangos, por lo tanto, sera mas sencillo si
definimos un factor normalizado de modo que sus valores a través de distintas
clases y restimenes a posteriori puedan ser comparados. Uno de estos factores
se denomina sensibilidad relativa (R.S.) (ver Sivaganesan (1991)) que se define
como

RangoF™(g)
2 E™(g)
La idea de este factor es que R.S. puede ser entendido como una cantidad

de variacién, en porcentaje, de E™(g) cuando 7 varia sobre I'. Por ejemplo,
R.S. = 5 significa que E™(g) puede variar aproximadamente un 5% a cada

R.S. = x 100%.

lado del centro de su rango de variacién sobre I'. R.S. se usara pues como una
medida de robustez (o de carencia de la misma).
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2.4 Algunos aspectos del analisis bayesiano

jerarquico.

2.4.1 Introduccion.

Consideremos la siguiente situacién. Sea una secuencia de variables aleatorias
X;, 1 = 1,2,...,p independientes con funcién de densidad de X; dada &;,
f(z; | 6;). Cada §; tiene una densidad 7:(0; | A) dependiente de un
hiperpardmetro A (A varfa en un espacio paramétrico A) cuya densidad es
7(A).

El modelo jerédrquico asumido (se denomina jerarquico porque la
informacién a priori se incorpora de forma recursiva) consistird, pues, de los

siguientes estados.

- Primer estado:

Xi ~ f($Z ] 9i), 1= 1,2, ceey Py (2.1)
- Segundo estado:
(9i ~ m(é’i | Ai); 1= 1,27 ey P (22)

Usualmente se consideran ii.d., luego el vector de pardmetros 6 =

(61,8, ...,0,) tiene la distribucién 6 ~ [T, m:(f: | X) = m1(6 | A).

- Tercer estado:

A~ ’/Tz(A).

Esta tdltima densidad suele considerarse, por simplicidad, impropia.
Ademiés para ayudar en los célculos suele escribirse: A = (', A\?), y suponiendo
A' v A? independientes, de este modo

’/Tz(A) = ’/Tzl(Al l A2> . 7['22()\2).

Nuestro interés radica en la distribucién a posteriori de ¢ o alguna
caracteristica de ella, habitualmente la media. La herramienta clave para el
calculo estd en el resultado siguiente, que expresa la distribucién a posteriori
en términos de las distribuciones a posteriori de los diversos estados de la
estructura jerarquica. El resultado es el siguiente, donde se hace el supuesto

de que existen todas las distribuciones y son distintas de cero.
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Habiendo observado & = @ = (1, 22, ..., %) la distribucién a posteriori
de § dados los datos es

ﬂmwy=Amw|@an;@w

=AMWWAWMW%VWMN@M

donde
fl®|)m(@))  fle|0)m(]|N)
ml e = G TOm@ N @y
1) )2 my(z | /\)Wﬂ(/\l | /\2) my(e | A)Wzl()\l | )‘2)
(A | @, A = Toama(® | Nrar (A | A2)dAl ma(z | A2)
2 | ma(@ | A)m0a(X2)  ma(® | A)maa(A?)
(A | 2) = e 2 (® | AV maa(ADYANE m() ‘

En definitiva queda

(0 [ =) =

/ fl@]O)m@ X)) mi(z | Nma (M [ A%) ma(@ | A*)maa(A?)
my(z | ) mao(x | A%) m(x)

dA

f(@ 1 9) [y m(0 | Nmar(AT | A%) 72 (A?)dA
m(x)
f(@ | 0)ma1(6 | X)ma(A)dA
Tz fax fo flz | 0)m1(60 | Mo (AL | A2)moa(A2)dATdA2dE”

Supongamos ahora que estamos interesados en la media a posteriori de
alguna funcién @(F), y asumamos que las esperanzas

By (2,\) = En0ZN [9(9)],

®y(@, N*) = BB [0 (2, 0)],

son conocidas. Entonces resulta que

(1) // (0)71(8 | 2, mar (A | @, A2)mas (M2 | @)dAd6 =
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/A[/@ B(O)m1(8 | 2, \)db] 7o (N | 2, A)dN 7y (N2 | @)d)?
- /A (2, N (A1 | @, A2)dN map (V2 | 2)d N2

- /A By, A2) (A2 | 2)dA2.

Es evidente que segin las distribuciones que adoptemos en ( 2.1) y en
( 2.2) el modelo tendrd mayor o menor complejidad. Una de las situaciones
que conduce a resultados asequibles y sencillos de tratar es el que se expone a
continuacién, donde se suponen distribuciones normales en ( 2.1) y en ( 2.2)

Caso normal

Supongamos un vector aleatorio X = (X, X5, ..., X, )!, siendo X;,0 = 1,2, ..., p,
independientes con distribucién NV (91-,0?),%2c conocida, mientras que §; son
iid. N(gr c?). Supongamos, también, que el hiperpardémetro p, tiene la
distribucién N{8o, A) (B v A son constantes dadas), mientras que o2 es

independiente de p,. Entonces,
f(xz ] 0)es N(@,a?r - I), donde 6 = (64,05, ..., 0,)";
m(0 | A es N(m, - 1,02 - 1), donde A = (pr,02) y 1 = (1,..,1)%;
m2(A) = a1 (pr) - maa(c2), donde w1 (pr) es N(fo, A).
Teorema 7 (Berger(1985)) Dada la priori jerdrquica w, definida por 71 y
7y como las anteriores, la media a posteriori, u™(z) y matriz de covarianza
V™(z), son
s 22 0‘3. *
y () = Em2E ) [ﬂ, (ﬂf,U,z.L
Y

4
9y

V() = ErC3®) g2 ] .
(2) = E™ [af I U?‘f‘@%
4
o A

(6% + 02)(pA+ 0} + 02)

+ (L) + (p (=, 02) — w7 (@) (" (=, 07) — p" ()] ,

donde 1 = (1,...,1), (1) es la matriz toda de unos,

2
gy

(Z — Bo)l,

x 2 a —
= — -zl - — -
wiz,on) == 0';", —1—07%(:6 z1) pA+c7J2, + o2
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2 Z—0830)2
co(-A[m+ 5]

7?22(072.: |z) =

Con s* = Y0 (z;—%)? y k la constante de normalizacion que resulta ol integrar
sobre o2 e igualar a 1.

Ahora bien, la distribucién a priori 731(g,) se suele elegir frecuentemente
impropia, esto es my;(pt,) = 1. Antes habiamos supuesto ma1(pr) ~ N(Bo, A),
haciendo A — oo entonces 7y (p,) es constante. Ademds, si tomamos
722(02) = 1 el teorema anterior quedarfa reducido al siguiente corolario
cuya demostracién también puede verse en Berger (1985) pp.187-188, y que
constituiré el resultado bésico en el que nos apoyaremos para realizar el analisis
que NOs ProponNemos.

Corolario 1 (Berger (1985)) Si m2(pr,02) = 1 yp > 4 (de modo que
2

.
0%+ o2

722(02 | &) que aparece abajo sea propia) tomando B = se tiene

pi(z) =z - E[Bl(z-7-1),
Y
V() = 02 — o2E [B] (] - %;) +(E[B?] - B*[B)) (= —% - 1)(x — %~ 1),
donde E es la esperanza respecto a

2
2 — 2 2\ —(p—1)/2 3
wolos | @) = k{os + o expl{ ——s———x
22(7r[ ) (f+ 7r) p{ 2(0_?_{_0_7%)}7
1 = (1,..,1) (1) = Matriz toda de unos, s* = Y0 (2 ~Z)* y k es la
constante de normalizacion que resulta al integrar sobre o2 e igualar a 1.

2.4.2 Robustez en modelos bayesianos jerarquicos.

Hasta ahora hemos especificado nuestras creencias subjetivas acerca del

2

2 (recuérdese que se ha considerado my,(c?) = 1). Sin

hiperparametro o
embargo es discutible especificar subjetivamente una distribucién a priori para
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este pardmetro y para el tercer estado, asi que a partir de ahora introduciremos
algunas clases para este hiperpardmetro. Al igual que hicimos en el corolario 1
supondremos Ta; (ft-) = 1, mientras que o2 se supondré que tiene una densidad

(independiente de fir) g(o2) perteneciente a alguna clase I.
Los siguientes resultados sobre robustez en modelos bayesianos

jerdrquicos estén extraidos de Cano (1993).
Observemos que segin el corolario 1 la media a posteriori de 8;, pi(x),
donde & = (z1, 2, ..., Zp)" denota el vector aleatorio observado, es

O'2+’T2

2o =
,uf(a:) =x; — E7"22(0’3\-|w) {J (:E? m)} ’ (23)

2.4.3 Distribuciones arbitrarias y unimodales
En primer lugar elegiremos I' como la clase I'y de todas las posibles

distribuciones y la clase I'y de distribuciones unimodales.

El caso T'4.

En este caso
4 = {Todas las distribuciones posibles},

Usando ( 2.3), y a partir del lema 1 no es muy dificil obtener

sup (inf ) pf() = sup (inf ) {:1:2 - M} : (2.4)

2
QEFA QEFA 03_>O 0'72|.>O O‘f + O',?F

Ahora el problema se reduce a averiguar el supabo(infag)o)(o? +o2)7 1,
que estd dado por (03)7*(0). Luego el intervalo en el que varfa u7(x) es (T,z;)

o bien (z;,7) dependiendo del signo de z; — Z.

El caso T'y.

En este caso
Ty = {Todas las distribuciones unimodales con moda fija ,—3} :

Utilizando el hecho de que cada 7y en ['y se puede representar como
una mixtura de densidades uniformes y después de ciertos cdlculos algebraicos
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se obtiene que el intervalo en el que varfa pf(z) es

Jo* Hpya(og)dog 2 Iz HPH(Jﬁ)qu @8

z; — ot (z; —Z) 2 — 0T — T) 25
g T H(0%)do? d J3 H,(02)do?

donde por simplicidad utilizaremos

52
€Xp {_ 2(o'f7+0';?r) }

(@3 + )07

Hp(o'fr) =

Clase de s-contaminaciones.

Una reduccién considerable en el rango de variacién de los intervalos de las

medias a posteriori se conseguird a través de las clases de € -contaminaciones

ya comentadas anteriormente.
A partir de aqui abordaremos clases de la forma

Te={g| g=(1-¢e)gotc-g g€}
Es posible probar, ver Cano (1993), que uZ(x) se puede escribir como:

() At Hy(oR)a(c)dot — o - %) [ H,ya(02)q(0?)do?
rAE= B + [ H,(02)q(02)do?

donde:

3

5= [T H(t)g(o2)det,
0

1—¢g [
== [7 Hyra(o2)ao(oD)do?.

A=z;B—o}(z;i—7)

O como todas las distribuciones posibles.

En este caso, para I'. y @; dada por

0, = { Todas las distribuciones posibles}

Se demuestra (ver Cano (1993)) que

2 Ho(t) — o3(zi — ) Hpo
sup(inf ) pi (@) = Sup(inf)A - (t)B + ;{(p(t) ) (t)7

gel. g€l i>0 >0

(2.6)
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46

con A, By H,(t) como las dadas anteriormente.

Q como todas las distribuciones unimodales.

En este caso, para I'c ¥ @2 dada por

Qo = { Todas las distribuciones unimodales con moda fija Tg} ,
a media a posteriori se obtiene

se demuestra que el infimo ¥ el supremo de 1
iable, obteniéndose,

minimizando y maximizando una funcién de una var
A+ 2 [h(aly(07) — ol ~F)Hyro(07))don

sup(inf ) uT(x) = sup(inf
sup(jgf) v () uplind) B % I Hy(0)do

?

donde A, By Hp(a,zrj son como las dadas anteriormente.
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Capitulo 3

El modelo colectivo.

El modelo colectivo de la Teoria del Riesgo, como ya dijimos en el capitulo 1,
es una secuencia N, X1, Xa, ... de variables con la siguiente interpretacién:

e N es la variable aleatoria numero de sintestros.

o X;,(2 = 1,2,...,N) es la variable aleatoria coste del i-ésimo siniestro.
Estas variables aleatorias son entre si independientes y equidistribuidas.

e X =N, X; es la variable aleatoria coste total.

En algunos casos especificos estas variables aleatorias degeneran en
variables deterministas. Por ejemplo en muchas de las diferentes formas de
los seguros de vida los costes de los siniestros son sumas fijas. En otras
ocasiones X; y N son variables aleatorias, como ocurre en seguros de accidentes,
especialmente en seguros de automoéviles.

Este capitulo lo hemos dividido en dos secciones; en la primera seccion
nos ocuparemos del modelo colectivo no compuesto y en la segunda del modelo
colectivo compuesto, ambos modelos ya comentados en el capitulo 1.

En ambas secciones obtendremos las expresiones, para las distribuciones
oportunas, de la verdadera prima, de la prima a priori y de la prima a
posteriori, para cada uno de los cuatro principios de célculo de prima que
van a ser objeto de estudio en toda la Memoria: principio de prima neta,
de utilidad exponencial, Esscher y de varianza. Posteriormente obtendremos
expresiones de la prima a posteriori en un modelo de clases de contaminaciones

y realizaremos un analisis de sensibilidad bayesiano.

47
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48 El modelo colectivo.

3.1 El modelo colectivo no compuesto.

Consideraremos en esta seccion variables X1 | 6, X2 1 6,... independientes ¥
equidistribuidas, mientras que § varia en el espacio paramétrico o.
Interpretaremos X; | 8 como la variable aleatoria coste del siniestro
caracterizado por 6 en el periodo . Bajo los supuestos anteriores se
entiende que las cantidades de reclamacién en los periodos consecutivos estan
igualmente distribuidas y no hay influencia de un periodo a otro. Ademés, al
comenzar el perfodo n + 1 conocemos las cantidades reclamadas Z1,%2,--;Tn
de los periodos precedentes, que son interpretadas como realizaciones de las

variables aleatorias X1, Xa, - X,
Siguiendo la metodologia adoptada por Heilmann (1989) supondremos

que la distribucion del riesgo X, F(z | 0), es conocida, con X = ZXi’

Supondremos también una distribucién a priori, mo(f), dzeilparémetro
g; en Teoria del Riesgo a la distribucién a priori se le suele denominar
distribucién estructura, pues describe la estructura del colectivo de riesgos
bajo consideracion. ‘
Para calcular la prima a posteriori tal y como la definimos en el capitulo 1
es preciso calcular la distribucién a posteriori de g a partir de la distribucién a
priori y de la informacién muestral. Asi, sl por ejemplo X sigue en el colectivo
una distribucién Poisson de parametro ¢ (interpretaremos este parametro como
la cantidad media de indemnizacién), esto es, X ~ P(6), y € tiene por
distribucién a priori una gamina con pardmetros a y b, esto es, 7o(6) = T'(a,b),
y realizamos una observacién de los n anos anteriores para los que se han
observado X; = 1, X2 = 2, X, =1, la distribucién a posteriori es
_ _ _ fl=]8)-mo(0)
wo(f | @) = molf | 21, T2, --Ln) @] o000

con f(z | 0) la verosimilitud de la muestra, que en nuestro caso es
e—negn}?

f(iB l 9) = f<$l7$27"'mn | 9) - Wa

=1 "

n
siendo T = Z z;/n; luego la distribucién a posteriori de & es
=1

7«’0(9 i a:) o e‘(a+n)9 . 954-7755-17
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3.1 El modelo colectivo no compuesto. 49

y esto es de nuevo una densidad gamma, ahora con pardmetros a+ny b+nZ.

Fn un contexto bayesiano una via cémoda consiste en determinar una
funcién de estructura para @ perteneciente a una clase que sea cerrada bajo
muestreo, esto es, elegir una densidad a priori para 6 sobre una clase de tal
manera que la densidad a posterior permanezca en la misma clase y asi la
construccién de la funcién de estructura revisada sea inmediata. A estas clases
se las denomina conjugadas.

Esta sera la via para nuestro trabajo, que al mismo tiempo es la seguida
por Heilmann (1989), quien considera toda una baterfa de verosimilitudes y
distribuciones a priori, de manera que la distribucién a posteriori pertenezca

a la misma clase que la distribucién a priori.

A lo largo de toda esta seccién manejaremos las distribuciones discretas y
continuas que aparecen en la tabla 3.1 junto con algunas caracteristicas de las
mismas que seran necesarias para el desarrollo del trabajo que nos proponemos.

Tabla 3.1: Distribuciones discretas y continuas.

Funcién de . . Funcién generatriz
b:
H Nombre probabilidad Pardmetros Media de momentos
Binomial N\ o n-z N=1,2,.. (pet + q)¥
= i : N
B(N,p) =) = (2o (p=1-g €l ? t € (=00, +00)
Binomial p _\T
Negativa p(:z:) = (T+~’;—1)Prqx >0 4 (l—qe )
BN(r,p) p=1-g)€01] 4 t € (—oo,~Log g)
Poisson 3T et -1)
z) = e My A>0 A
PO plo) = t € (=00, +0)
Gamma b (_g._) b
f(z) = Zable%® a>0,b>0 b a—t
T'(a, b) =) =15 : . b€ (on,a)
Exponencial L an 4 v
Ezp(a) flz) = ac a>0 @ t € (—o0,a)
Beta by _ -
Be(a,b) =) = F(aa)-‘l:fb)xa T x)b ' a>0,b>0 ﬁ”b
Normal Flo) = —2 e_%)i o € (—o0,400) J1/2 55t
N, 0?) o/(27) o2 >0 : te(—oo,+00) |l

Fn la tabla 3.2 se recogen los pares de distribuciones conjugadas para

los que obtendremos las primas a posteriori.
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50 El modelo colectivo.

Tabla 3.2: Pares de distribuciones conjugadas.

Verosimilitud Posteriori
Priori ener
X8~ P(8) -
§ ~ T(a,) [(a 4+ 7,b+ nZ)
X |9~ BN(r,6) =
6 ~ Be(a,) Be(a + nr, b+ n¥E)
X 16~ B{m,8) - —
0 ~ Be(a, b) Be(a + n%, b+ mn ~ )
X|6~T(8,v) —
6~ T(a,b) I'(a+ nF,b+ nv)
X 6~ N(6,0%) 7\/'(""7? nFr? 02T2’>
g~ N(a,72) ° oZ4nr2 ' gitnr?
X 16~ Ezp(9) _
§ ~T(a,b) [(a + nE,b+n)

No es objetivo de esta Memoria el obtener las expresiones de las primas
verdaderas, a priori y a posteriorl para todos los pares de verosimilitudes y

distribuciones a priori de la tabla 3.2y para los distintos principios de calculo

de primas; para un seguimiento detallado de ese cometido el lector puede

consultar Heilmann (1989).
Sin embargo vamos a exXponer el calculo de las primas verdadera, a priori

y a posteriori en un par de ejemplos que puede ser exponente del procedimiento

a seguir en los demds casos.

Ejemplo 1.

Supongamos que la distribucién del riesgo es N(8,0%), esto es, X ~
N(,0?), con o2 conocida. La verdadera prima individual, aplicando el

principio de utilidad exponencial es

P = ~Log {Fp [ | 8]}

152 oz2+€oz} .

= ——Log [62 02(X+9,
(84

IV

ya que la funcién generatriz de momentos de la distribucién normal N(6,c?)

es 6%020124—904.
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2.1 El modelo colectivo no compuesto. 51

Supongamos ahora que § sigue en el colectivo una distribucién N(a,7?),
a 'y 72 deben ser asignadas por el actuario. Entonces la prima a priori es
1 . . . .
P* = —Log {E,ro [eap ]}, siendo P la expresién obtenida anteriormente, esto

es la verdadera prima. Observemos que para el cdlculo de la prima a priori
sélo se necesita especificar una distribucion a priori al pardmetro 6; el calculo

de la misma es como sigue

! 1 aP
P = aLog {E,ro [e ]}

L[| el

« ) T
—0-2

= iLog [6%02“2/ "ele”%dO]
o ®© T
1

— —-Log [6%020‘2 6%72a2+aa}

= a+ Ol(crz + %)

S; ahora observamos las cantidades reclamadas en los n primeros anos
podemos combinar la informacién muestral proporcionada con la distribucién
a priori para obtener la prima a posteriori, que pasa simplemente por sustituir,

2y w2
a la vista de la tabla 3.2 a por i y 72 por 77 para obtener la
L 0?2+ nt? o? 4+ nr?
expresion
P ac? + nZr? Lo o?7? o2
T o4 nT? 2\ gnre 77 )
Ejemplo 2.

Si suponemos ahora que el riesgo X sigue una distribucién de Poisson
de parédmetro 6, con distribucién a priori I'(a, b), entonces la verdadera prima

utilizando el principio Esscher es

Ep e | 6] T, ze

z!

P = =
Er [ea:z: ] 9] efle=—1)
fe* > ¢ 6_9%60‘(’”"1) fexefle* 1)
= f(ea—1) = T bl

= fe”.
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La prima a priori es
aP
o o [PecF|
En, [e°F]
El desarrollo del numerador es
E [PeozP] _ / eeaeaée"‘_fl_b_eb—le——af)dg
o Je ['(b)
ab b o ab r(b “+ 1)
— ™ —(a—ae*)@ f = e
F(b)e /@9 ¢ db=e () (@ — ce®)**
B babe®
T (a— )ttt
El desarrollo del denominador es
[ _aP fe P o1 —a
- o —_ «ve 9 - —a 6
Er e ] /@ e T8 e *d
= a’ / go—1e—(e=ee®)0 g — o’ __F_(b_)___
T'(b) Je ['(b) (a — ce)?
T (a— o)t
Luego
P = be™
a— e
La prima a posteriori se obtiene sin méas que sustituir a por a+ny b por
b+ nZ, vy es

(b+ nx)e”
a—+n— ae®

P =

Siguiendo a Heiman (1989) recogemos unicamente las primas que

aparecen en las tablas 3.3, 3.4, 353y 3.6
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3.1 El modelo colectivo no compuesto.
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Tabla 3.3:

Prima verdadera,

a priorl1 y a

verosimilitudes y distribuciones a priori. Principio

posteriori para distintas

de prima neta.

Ver(;s.gt::iltud Verdadera Priori Posteriori
X |8~ P(6) _ f_. b * o bERT
§ ~T(a,b) P=0 = i
X | 6 ~ BN(r, 6) o 1-p : * bing
§ ~ Be(a,b) P=rizt | Pl=r3ly | Pr=r %
X 16 ~ B(m,6) * z
8 ~ Be(a,b) P=md | Pl=mgiy | P*=maiis
X I 6~ I"(9, IJ) z
§ ~ I'(a,}) P=% | Pl=vgty | Pr=vgDh
X |8~ N(8,0° 2+ n%r?
Lmaf;z)) P=¢ P'=a | Pr*= 20300
X |6~ Ezp(9) * =

Tabla 3.4:

Prima verdadera,

a priori ¥y a

posteriori para distintas .

verosimilitudes y distribuciones a priori. Principio de utilidad exponencial.

Verosx{ml-ltud Verdadera Priori Posteriori
Priori
X16~P(®) o(e 1) b _ binEpo, [__atn
g~ T(a,b) P=-5 P’ = 2Log [ty Pr = HIELog [ edtn]
X6~ N(,0° “ N 24,52 o 2,2
TN o tans | Pmerzeier) | procgiitag (e o)
Tabla 3.5: Prima verdadera, a priori y a posteriori para distintas

verosimilitudes y distribuciones a priori. Principio Esscher.

Verc:;iurlixtud Verdadera Priori Posteriori
X6~ P(9) b v _ (ohnE)eS
9~ P(CL’ b) P = ge® P’ = a—fxe"‘ L atn—ae™
6~ N8, 07 * = aeinEr? s
Xe! ~ N(aF 2y ) | P=t+ac? | Pl=a+t(o?+7%)a | P*=ospini (v5+2r2 + ”2) -
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54 El modelo colectivo.

Tabla 3.6: Prima verdadera, a priori y a posteriori para distintas
verosimilitudes y distribuciones a priori. Principio de varianza.

Verosimilitud | ¢ 4o dera Priori Posteriori

Priori
R i el s i
LG | =gt | Py P =D
oten | Pt P=25 PR

Nos proponemos, como hemos manifestado en repetidas ocasiones,
estudiar el rango de variacién de P~ cuando la distribucién a priori pertenece
a T.. Comenzaremos nuestro estudio en el caso mds general o amplio
posible, admitiendo que el actuario tiene imprecisién total en la distribucién
a priori, elegiremos asi la clase contaminante Q; de todas las distribuciones.
Obviamente este planteamiento puede admitir distribuciones a priori que no
sean nada plausibles con la informacién subjetiva del actuario, ahora bien
situacién de fuerte estabilidad para estos casos indicardn desde luego gran
confianza en una distribucién a priori a contaminar.

A continuacién incorporaremos al estudio ciertas caracteristicas
cualitativas que creemos pueden resultar ciertamente intuitivas para el
actuario, nos referimos a caracteristicas de unimodalidad y simetrfa. Si la
distribucién a priori elegida es unimodal, incorporaremos esta caracteristica a
través de la clase contaminante Q, de todas las distribuciones unimodales con
la misma moda que wo(6). Los habituales caso con distribucién a priori gamma
o normal son adecuados para esta situacién. Por dltimo cuando la distribucién
a priori sea simétrica y unimodal la clase contaminante elegida serd Qs de todas
las distribuciones simétricas y unimodales con la misma moda que mo(f), como
ocurre en el caso en que la distribucién a priori es normal.

Pasemos pues ya sin mas comentarios a calcular el infimo y el supremo de
P~ para cada uno de los cuatro principios de calculo de primas mencionados,
los pares de verosimilitudes-priori y las clases contaminantes @1, Uy v Us.
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9.1 El modelo colectivo no compuesto.

3.1.1 Principio de prima neta.

Recordemos que segin este principio la verdadera prima individual para un

riesgo X con funcién de densidad f(z |0) es,
P = [ 2f(z]8)dz = g(6),

v la prima a posteriori viene dada por,

p* = /e [ /X:vf(xlﬁ)dx] o0 ] 2)8 = /@ Pro(6 | )df = /@ a()mo(8 | ).

Q,: Todas las distribuciones.

Segtin el resultado del teorema 1, el infimo y el supremo de P* en el modelo
T, con Q; se obtiene calculando el minimo y el maximo de

Ao+ g(8) - flz | 6)
A+ =0 (3-1)

R(9) =

Poisson-Gamma: X |8 ~ P(6), § ~ T'(a,b).

Utilizaremos el resultado ( 3.1). En este caso
9(0) =P =4, (3.2)

como puede verse en la tabla 3.3. Si observamos la siniestralidad ocurrida en

los n afios anteriores, la verosimilitud es
—nf | 0775

e
fa 1) == 7 (3.3)
donde T = $0, zi/n es la sinjestralidad media muestral. Las expresiones de
Ay Ao son,
1
A= ——s-—g—m(:n | o) 0)0(6)d6
l—¢e 1 & =
— 9b+n1:—1 -—(a+n)9d9
e Tzl T(b) / ¢
— b T
_ 1-c¢ 1 & T(b+n7) (3.4)

e 1z T(b) (a+n)b+n=’
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b+ nZ
T (3.5)
la 3.3. Llevando todo esto

Ag=A P =A-

P*. como en los casos posteriores, aparece en la tab

a ( 3.1) resulta

R(8) = %, (3.6)
Py = (1 —£)a’T(b+ nT), (3.7)

b+n59n?z?+1e—n9’ (38)

P,(8) = eT(b)(a +n)
Ps(8) = el(b)(a + )Pt e, (3.9)

Minimizando ¥ maximizando la expresion ( 3.6) con respecto a 0 se

obtiene el inferior y superior de P*.

Binomial Negativa-Beta: X |8~ BN(r,0), 0~ Be(a,b)-

(3.1). Ahora

g(@)zP:rlge,

la tabla 3.3. La verosimilitud del dato observado

De nuevo utilizamos el resultado

como puede verse de nuevo en

es ahora
flz6)=
~ ﬁ(’"*?“l )97(%9)% — [ﬁ(’”*zfl ﬂ o (1 - 6).

Ay Ap vienen dados por

_1-e wof otz —1 nr n—fr(a+b) a-1 -1
a= 0T )| -ormgrg 0 -0
_ l1—¢e | T4 T 1 r(a+b) atnr—1 nz+b—1
- )| Tt b
_l-elr r+a—1 I(a+b) T(a+ nr)T(b+ nZ)
T e Ll;[l ( T; >} T(a)I(b) T(a+nr+b+ nz)’
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2.1 El modelo colectivo no compuesto.

b+ nZ

An=A - P *=A-r——.
0 Ta-l—nr——l

Finalmente queda

P, - P* + Py(6)
P+ Ps(6)

R(8) =

P =(1-¢g)l(a+d)l(a+ nr)['(b + nZ),
Py(8) = eL(a)l(0)T(a + b+ nr + nz)ré™ (1 — g)~=t,
Py(0) = el (a)L(B)T(a + o+ nr+ nZ)0™ (1 — 6)™.

Binomial-Beta: X |0 ~ B(m,0), 6 ~ Be(a,b).

De nuevo utilizamos el resultado ( 3.1). En este caso

g(8) = P =mb,

flz]0)= ﬁ (Z) 6 (1 — )™

- -

e oo firo e

R

)
a+ b) T(a+nZ)I'(b+nm— nT)
a)T'(d) T(a+b+nm) ’

1

et
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Finalmente queda
P, - P* 4+ Py(0)
R(6) = ,
() Py + P3(9)

con
P,=(1—-el(a+dl(a+ nZ)L (b + nm — nZ),
Py(8) = eT(a)T ()T {a + b4+ nm)m8™ (1 — )"
Ps(6) = eT(a)T(0)T(a + b+ nm)8= (1 —0)"" T

3

Gamma-Gamma: X [0~ T'(8,v), § ~T(a,b)-

Utilizamos de nuevo el resultado (3.1). En este caso

go)="r= % (3.10)

1—¢ g 1" (L vl at
— ___—__ l l . —nEG____gb-—l —a6d9
A € ./@ {F (v) } (‘_ xl) ¢ I'(d) ¢

— E:_E(H b ny—1,= (a+nZ)f

T e [T r(b) / ' R

_1—e(l z) " a T'(b+ nv)

= W TO) @t (312)
S Ay a-+nt

Finalmente queda

P, - P+ Py(6)

R9) = =5 P,8)
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2.1 El modelo colectivo no compuesto.

con
P, = (1 —€)a’T(b+ nv), (3.14)
Py(0) = eT'(b)(a + ) e (3.15)
P5(8) = el'(b)(a + nf)b"'”"ﬁm’e""ie. (3.16)

Normal-Normal: X |8 ~ N(8,0%), 6 ~ N(a,7?).

En este caso

g(0)=P =0, (3.17)

ENE 127r)n exp {_E?=1($i — 52);: (= 6) } ; (3.18)

donde se ha utilizado la identidad
2:(:::2 — 0)2 = Z(wz — 5)2 +n(Z — 9)2.

A partir de ahora utilizaremos por comodidad, y cuando proceda, e =
exp{-}. La densidad predictiva de = dada 7o, m(z | ), estéd desarrollada en

el apéndice A, y es
o

mi@ | m) = et o
o (BT o (PR TIE 9)
a=1 (e | o), (3.20)
Ay A Pro AT (3:21)

o2 +nr?
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R(6) es ahora,

PP+ B(0)
RO)= =5 TPy

con

1—¢ n[a(a—?ﬁn’)—%—iz]},

o
P, =
! e Jrin+o? P { 2(72n + o)

P,y(8) = G exp {—?—(%g—f—)z-} :

n(i——@)z}.

P5(8) = exp {—T

Exponencial-Gamma: X |6~ Ezp(0), 8 ~ I'(a,b)-

Ahora )
9(0) =P = —9‘7

f(w I 9) — ]:[ 98—9351- — ene—n597
=1

__1—5 n _—nxd ab b—1 —af
A= /@96 SO 6

1—-¢ a‘b / 9b+n—1e—(a+n’f)d9
(S]

—_——

T T T(b)
l—e_cib_ T(b+n)
e T(b)(a+nz)

AO___A.p*:A._ﬁlL__nic_.
b+n—1

La expresién a minimizar ¥ maximizar es pues,

P, - P+ Py(8)

R(9) = Py + P3(0)

(3.22)
(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
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3.1 Fl modelo colectivo no compuesto. 61

P = (1 —-¢€)dT(b+n), (3.29)
Py(6) = eT'(b)(a + nz)" T 0" e, (3.30)
P5(8) = eT(b)(a + nZ)* g7 e ™. (3.31)

@,: Unimodalidad.

Ahora utilizando el resultado del teorema 2, el infimo y el supremo de P* se
obtienen minimizando y maximizando la siguiente funcién respecto a z.

Ao+ S 9(8)f (x| 0)d8
+ 1 fx ] 0)do

si z#0, (3.32)
o bien, es,

Ao + g(bo) f (= | bo)
A+ f(z | )

con A, Ao, 9(0) v f(= | 6) como las calculadas anteriormente. Luego las

=0, (3.33)

funciones que habré que minimizar y maximizar se desprenden de las obtenidas
en el caso de todas las distribuciones sin mas que sustituir el segundo sumando
en el numerador y en el denominador por las integrales que aparecen en estas
expresiones y dividir por z, cuando z # 0. Cuando z = 0 sustituimos § por 6.

Poisson-Gamma: X |0 ~ P(6), 0 ~ T'(a,b).

g(8) es como en ( 3.2), f(x | 6) como en ( 3.3), A como en ( 3.4) y Ao como
n ( 3.5).

Py - P+ 1[0t pyg)do
P +1 f“’°+z Pi(6)do
Py - P* + Py(6,)

P+ Pa(Bo)
con Py, Py(0) y P3(6) como en ( 3.7), ( 3.8) v ( 3.9) respectivamente.

si z#£0,

z =0,
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Gamma-Gamma: X | ~T(6,v), 9 ~ T'(a,b)-

Ahora ¢(8) es como en ( 3.10), f(= | ) como en (3.11), A como en (312)y

Aq como en ( 3.13).
* fo+= Py(6)do
Pl P+9fj_z () 7Si Z#Oa
P+ L [or™ Ps(8)db

Py - P* + Py(fo)
P, + P3(fo)
con Py, P2(6) v Ps(0) como en (3.14),(3.13)y (

,sioz=0,

3.16) respectivamente.

Normal-Normal: X [0~ N(8,0%), 8 ~ N{a,7?).

g(8) es como en (3.17), f(= | §) como en ( 3.18), A como en ( 3.20) y Ao como

en { 3.21).
PP i ntR(0)d0 Ly
) S1 b
p+1 f9°+2 ,(6)dé
Pl-P*—i—Pz(Ho) G =0
Py + Ps(fo) ’
con Py, P,(8) y P5(f) como en (3.22), (323) vy (

3.24) respectivamente.

Exponencial-Gamma: X |6~ Ezp(f), 0 ~ I'(a,b).

g(6) es como en ( 3.23), f(x | 0) como en (13.26), A como en (3.27) y Ap como

n ( 3.28)
CPr L[t Pa(8)de 20
P 9o+z de » S 2 ?
1+ 3 f Ps(0)d
p - P + Pa(bo) s 2=0

Y

Py + Ps(fo)

con Py, P,{(8) y Ps(8) como en (13.29), (3.30) v ( 3.31) respectivamente.
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3.1 El modelo colectivo no compuesto. 63

Qs: Simetria y unimodalidad.

Utilizamos ahora el resultado del teorema 3. En este caso las expresiones a
minimizar y maximizar vienen dadas por,

Ao + 2 fi“,fg( )f(= | 6)do

L florz f(z | 0)do z#0, (3.34)
Ao+ g(bo) f(z | bo) o, 535

A+ f@lt) 7

Podemos observar que las expresiones coincidirdn, cuando z = 0, con

el caso en el que sélo se exige unimodalidad. Cuando z s 0 sélo habra que
cambiar los limites de integracién y dividir por 2z en vez de por z.

Normal-Normal: X | § ~ N(6,0%), 8 ~ N(a,7?).

P, - P* 2ot= Py(6)db
17ty GL‘;‘Z 2(6) i z#0,
Pl‘*‘zzfeo-z 3(0)do
P, - P* 9
1 P +Pz( 0) 2 =0,

, si
P, + P3(6)
con P;, P,(0) y P3(0) como en ( 3.22), ( 3.23) y ( 3.24) respectivamente.

3.1.2 Principio de utilidad exponencial.
En este caso la verdadera prima es
P = Log{Er[* | 6}
v la prima a posteriori es
P* = TLog (B, [Br [ | 4]}

Lo que haremos en esta ocasién es estudiar el rango de variacién de
9(8) = E., [Ep [¢®® | 0]], a cuyo resultado le aplicaremos el logaritmo y lo
dividiremos por «, para obtener el rango de variacién de P~.
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64

Q,: Todas las distribuciones.

Utilizaremos la expresién ( 3.1) que se deduce del teorema 1.

Poisson-Gamma: X |8 ~ P(6), 6 ~ I'(a,b)

Observemos que
9(6) = Ep[e=® | 6] = &7,
que no es mas que la funcién generatriz de momentos de la distribucién de
Poisson de pardmetro §, como puede apreciarse €n la tabla 3.1. f(z |0) ya
fue calculado anteriormente y €s como €n (3.3), A es comoen ( 3.4), mientras
que Ag es

b4nE

Finalmente queda

1 P, - Eq, [Er[e* | 6] + P2(0)
f) = — ,
R( ) aLOg{ Pl +P3(0) >
con
P, =(1—e)a T+ nT), (3.36)
Py(8) = el'(b)(a + p)PHrEgrE e nme (3.37)
P5() = el'(b)(a + n)PEg e, (3.38)
Normal-Normal: X |8 ~ N(6,0%), § ~ N{a,7%).
Ahora
g(0) = Eple® | 8] = 277,
al N(6,0%)

que es la funcion generatriz de momentos de la distribucién norm
como puede verse de nuevo en la Tabla 3.1. f(z | 0) es como en (3.18) v A

es como en ( 3.20), mientras que Aq viene dada por

o ao? +nzr?  a o't .
AOZA-EW[EF[G ‘QHZAQXP{Q[W—*"Q—(m—FU)‘l}
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2.1 El modelo colectivo no compuesto.

Llevando todo esto a ( 3.1) resulta

L (P En[Ere® | 6] + Po(6)
R(0) = aL°g{ Py 4 Bs(0) } ’

con

2(72n + 0?)
P,(6) = exp 502042 +af — ?—(—%;2—)—} ) (3.40)

P4(6) = exp {—’2‘%55@3} . (3.41)

l—e o {n la(a — 2%) +5c‘2]} ’ (3.39)

Q,: Unimodalidad.

mente las expresiones que permiten obtener el infimo y el

Exponemos directa
lizando el resultado ( 3.32)

supremos de P* en este modelo que se obtienen uti

v ( 3.33).

Poisson-Gamma: X |8 ~ P(8), § ~ T'(a,b).

[P By [Brle [+ HT PO
EL"g{ Py + 1 Jot Pa(0)d0 } 70

1
-O—éLog P+ P3(90>

con Py, Py(8) y P3(8) como en ( 3.36), ( 3.37) v ( 3.38)

{P] ’ Eﬂo [EF [60@ ‘ 9]] + PZ(QO)} R si z= 07

respectivamente.

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran C:

© Unive



66 El modelo colectivo.

Normal-Normal: X | 6 ~ N(6,0?), 8 ~ N(a,7?).

{pl-Em[EF[“‘”l@]]Jr LT P ()d"},si 2 #0,

Ly
— L0
S P+ 1[5 py(6)d6

1 Pl ) Eﬂ'o [EF [eaa: [ 0]] + P2<90) : —_
Log{ Pl +P3(00) b S1 z = 07

[0

con Pi, Py(6) v Ps(8) como en ( 3.39), ( 3.40) y ( 3.41) respectivamente.

Q,: Unimodalidad y simetria.

De nuevo exponemos directamente las expresiones a partir de las cuales se
obtienen el infimo v el supremo de P* en este modelo utilizando para ello los

resultados ( 3.34) v ( 3.35) .

Normal-Normal: X |6 ~ N(6,0?),  ~ N{a,7?).

si z#0,

?

10 {Pl  Eqy [Erlee® | 0]+ £ J02l P (H)d()}
e Pl + 5 2z fﬁeooj_zz ( )d9

( . az | g P.(6
lLogiPl Ery [Br e | 6] + Po( 0)})51 2 =0,

& Pl + P3(90)
con Py, Py(8) v Ps(8) como en ( 3.39), ( 3.40) y ( 3.41) respectivamente.

3.1.3 Principio Esscher.
En este caso la prima a posteriori es

B [Peap} E.
P=TF.= " &
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3.1 El modelo colectivo no compuesto. 67

Er [XeaX | 0] P P
con P = Br [eX | 6] , g1(0) = Pe? y go(0) = €.

@,: Todas las distribuciones.

Utilizando el resultado del teorema 4, el infimo y el supremo de la prima a
posteriori se obtiene minimizando y maximizando la siguiente expresién,

_ A+ a(d) fl=|6) (3.42)

=Rl =0

Poisson-Gamma: X |6 ~ P(8), 8 ~ I'(a,b).

En este caso P = e, como puede verse en la tabla 3.5, mientras que ¢;(8) y

g2(0) vienen dados por
a1(f) = Pe?F = e,
g2(6) — eaP = ea«‘)e )
Segtin se expone en el teorema 4, A viene dada por

1—¢

A=~ m(x | m) /@ 92(0)mo(8 | 2)db.

3

1—e¢

m(z | 6) fue calculado anteriormente, y es como en ( 3.4), mientras que

f@sgz(g)ﬁo(@ | )d6 es

[ 92(8)mo(0 | 2)d8 =

— / eocé?ea (a + n)b+n5 06+n5—16~(a+n)6d9
e I'(b+ nZ)
(¢ +n)**"*  T(b+nT)
['(b+nZ) (a+n— aeX)btne’
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68 Fl modelo colectivo.

Finalmente A queda

l—e 1 & I'(b+ nZ)

A= e 1z T(b) (a+n — aex)rtn®

(b+ nZ)e*
a+n—ae*’

Ag=A-PP=A-
P~ puede verse en la tabla 3.5. Llevando todo esto a ( 3.42) resulta

sy = L2 B0)

P+ P(6)
Conn
P, = (1 —&)a’T(b+ n7), (3.43)
Py(6) = eT(b)(a + n — ae®)TmEgrattemlnact)ite (3.44)
P3(6) = el (b)(a + n — ae®)PHmgrZem(nmoe)?, (3.45)

Normal-Normal: X |8 ~ N(,0%), § ~ N(a,7°).

Ahora la verdadera prima es P = 6 + ac?, como puede verse de nuevo en la

tabla 3.5. ¢1(8) v g2(f) vienen dados por

a1(6) = P e*F = (6 + ao®) exp{a(f + ac®)},
92(60) = e*F = exp{a(f + ac?)}.

1—¢

A=="Zm(e | mo)- [ 92(6)wo(6 | )db,

£
con

/egQ(e)m(e | 2)dd =

1 (9 _ aaz+n§72"2 )2
= / exp{a(9+a62)}————m S=exp )~ ‘;2':;” dé
® T V2 PR

024072

ac?+nZFr? o o7’

= expq« 5 e S 2—}—020[ .
[ o+nT 2024+ nr
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9.1 El modelo colectivo no compuesto.

m(z | 7o) €s como en ( 3.19), mientras que Ag es

ac? + nFr? o7 .
+ o) .

o2 +nt? (02 + nr?

A0=A-P*=A-{

Finalmente, y llevando todo esto a ( 3.42), queda

P, - P* + Py(9)
P, + P3(6)

S(6) =

3

con

nla(a —2%) + 77|

P = 1—¢ o { } .
17 e Urento? P 2(m*n + 0?)
P {a {azz :*-l— sz N g 0'20—%— nr? + Uza}} ' (3.46)
P(0) = (0 + a0 Y expl{all + a0 3} exp{——@—;—zﬁ)—}, (3.47)
P5(0) = expi{a(f + a0 M} exp{——-(——gg—g)—} (3.48)

Qo Unimodalidad.

Utilizamos ahora el resultado del teorema 5 para el que las expresiones a

minimizar y maximizar son,

Ao + S22 () f (= ] 6)d0
90+Z 02| 0)d0 si z#0, (3.49)
Ao + g1(60) (= | 00) si z=0, (3.50)

A+ g2(60) f(2 | 6o)
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Poisson-Gamma: X |6~ P(8), 6 ~ I'(a,b).

. p* btz P (9)df
T 9f+z Pa(f) stz #0,
P1+ [o+= P3()df

Pl‘Px-*_Pz(GO) si z2=0
Py + P3(f0) ’

con Py, P»(8) y Ps(f) como en (3.43), (344)y (

3.45) respectivamente.

Normal-Normal: X |6 ~ N(8,0%), 0 ~ N(a,7%).

Pr 4+ LRt p(f)de
90+Z si z#0,
P1 4 L [oot Pa(0)db
P, - P* 4+ Py(fo) .
AP 15 o=,
Pt Bafo)
con Py como en ( 3.46), P2(f) como en (13.47) v P3(0)

como en ( 3.48).

Qs: Unimodalidad y simetria.

Segtin el resultado del teorema 6 el infimo

minimizando y maximizando

RS Y= PUOLLL ,
yew ST A (351
Ao + g1(80)f(z | 8o) L,

y el supremo de P* se obtlene
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3.1 El modelo colectivo no compuesto.

Normal-Normal: X |6 ~ N(8,0%), 6 ~ N(a,7%).

P4 L ot Py(6)do
P1 P +2z9fioz..z 2( ) 7 s 2750,
Py + 2 [0 Pa(8)do

2z

P1P*+P2(90) Si z:O
P, + P3(8o) ’ ’

con Py, P(6) y Ps(6) como en ( 3.46), ( 3.47) y ( 3.48) respectivamente.

3.1.4 Principio de varianza.

La prima a posteriori es

[91(6)]
0 [92(9)]

P = =

Ex, [P*] _ En
E.,[P] E

Ep[X? 0]

COHP=m791(9)=PZY92(9)=P-

Q,: Todas las distribuciones.

Poisson-Gamma: X |8 ~ P(§), 8§ ~T(a,b).

De nuevo utilizamos la expresién ( 3.42) que se deduce del teorema 4. En este

caso P = 6+ 1, como puede apreciarse en la tabla 3.6. g1(8) y g2(0) son ahora
91(9) = P2 = (0 -+ 1)2,

La cantidad A viene dada por
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El modelo colectivo.

72
1—-¢
A==——"m(z| o) /@gz(O)WO(G | )df
l-e 1 @ T'(b+ n7)
T e H:vi‘ 1"( ) (a + n)btnE
[ i b+nx 1 - a+n)0d0
/ 6+ l) b + nE)
_l-e 1 @ T(b+nZ) |6+nZT 4
= T Tz Th) (a+n)te Latn
_1l-e 1 a F(b+n’:5)(a+n+b+n5)
T eI Tz f(b) (a +n)ttret? '
P~ puede verse en la tabla 3.6, luego Ag es:
Ay— AP = A (b+nz)(b+nf+1) +2(a+n)(b+-n§)+ (a—l—n)z‘
(a+n)(a+n+b+n:c)
Finalmente queda como expresién a minimizar ¥ maximizar,
P, - P+ P(0)
S(0) = ————57 -
Chly Y20
con
P=(1- e)a’T(b+nZ)la+n+ b+ nT)), (3.53)
P,(6) = el'(b)(a + n )P0 + 1)297‘56—”97 (3.54)
P3(8) = el (b)(a -+ n) (6 + 1) e ™. (3.55)
Gamma-Gamma: X |6 ~T(0,v), 0 ~ T{a,b)
. v+1
Ahora la verdadera prima, P, que aparece en la tabla 3.6 es P = 7

mientras que g1(0) ¥ g2(6) son
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2.1 El modelo colectivo no compuesto.

vr+1
)

g2(9) =P =
La cantidad A viene dada por

A= }-L;ﬁm(m [ 70) [ 9a()mo(® | 2)26.

1—
€m(:n | mo) es como en ( 3.12), luego

A_l—s(Hxi)”_l ¢ T(b+nv)
~ e [T T()(a+nz)t

] v+ 1 (CL -+ n_j)b+ny 0b+nu—16—(a+n)9d6
o 6 T(b+nv)

R a (MMz:)"" , I'(b+nv—1)
= = ey T

mientras que Ap es

a+nx

Finalmente, la expresién a minimizar ¥ maximizar es,

PP+ Py(0)
S( ) - Pl +P3(9) ?

con
P, =(1—-¢e)dT(b+nv—1), (3.56)
Py(0) = el'(b){a + nZ) v + 1) 2™, (3.57)
P5(6) = eT'(b)(a + nF )Pt LT (3.58)

Exponencial-Gamma: X |6 ~ Exp(8), 6 ~T(a,b).

La verdadera prima, P, aparece de nuevo en la tabla 3.6 yes P = 7 a(®)y

g2(8) son ahora

w=r= (3
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SRR

La cantidad A es
1—e¢
A=——m(z|m0): [ 9x(0)mo(@ | 2)d0
1—¢ @& TDn+b)

T ¢ T(b)(e+ nZ)"th

z(a + n—:f)n—*-b 9n+b—16—(a+n§)9 dé
08 T(n+bd)
1—¢ _Cﬁ)__ / 0n+b—2€—(a+ni)6d9

e T(b)Jo
21—5 @ T(n+b-1)
B e T(b)(a+ nT )t

y la cantidad Ao
2(a + n7)

—A-Pr=A- ;
Ag=A-P AT

Finalmente queda la siguiente expresion para minimizar y maximizar,

_Pl'P*+P2(9)
$O) = =5,y Bo)

ki

con
P =(1-e)dT(n+b-1) (3.59)
Py(6) = 2eT(b)(a + ni)ﬂ+b—19"—2e'ﬂe, (3.60)
—\n+b-1 en—le—nfé. (361)

P5(8) = el (b){a + nT)

Q,: Unimodalidad.

utilizar el resultado del teorema 5 para el que el {nfimo vy el supremo

izando ( 3.49) y ( 3.50). Escribimos
da uno de los pares de

Volvemos a
de P* se obtienen minimizando v maxim

sin més comentario las expresiones resultantes para ca

verosimilitudes y a priori.
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3.1 El modelo colectivo no compuesto. 75

Poisson-Gamma: X | 8§ ~ P(6), § ~ I'(a,b).

Py - P+ 1[4 py6)do
2l , 81 z#0,
P+ 1 27 Pa(6)df
Py - P* + Py(6y) s=0,

, s
Py + P5(0,)
con Py, P(0) y P3(6) como en ( 3.53), ( 3.54) y ( 3.55) respectivamente.

Gamma-Gamma: X |0 ~T'(0,v), § ~T'(a,b).

Py P+ 1 [ py(6)ds
Py + 1 [oF% Py(6)df
Py - P* + Py(6)
Py + P5(6o)
con Pi, Py(8) y P3(6) como en ( 3.56), ( 3.57) y ( 3.58) respectivamente.

, 81 z#0,

, st z=0,

Exponencial-Gamma: X | § ~ Ezp(8), 6 ~ I'(a,b).

P, P* 4 1[5 Pyg)do
P +1 f9°+zP()d9 ’

Py - P* + Py(6)
P+ Ps(6,)

con Py, Py(8) y P5(0) como en ( 3.59), ( 3.60) y ( 3.61) respectivamente.

st z#0,

si z=0,

3.1.5 Tlustraciones numeéricas.

Para los cuatro principios de calculo de prima y los modelos de contaminacién
tratados (todas las distribuciones, unimodalidad y simetria y unimodalidad)
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76 El modelo colectivo.

se han desarrollado ejemplos considerando los pares de verosimilitudes y
distribuciones a priori expuestos anteriormente. Se adoptara en todos los casos
un tamafio muestral de n = 10 afos, y las distribuciones siguientes:

X|6~P(@#) X|0~BN(2,6) X|0~N(602)
6 ~T(2,5) 6~ Be(2,2) 8 ~ N(0.5,0.2)

X |8~ B(100,8) X |6~T(6,2) X |6~ Exp(6)
6~ Be(2,798)  6~T(2,16) 6 ~T(2,5)

En estos ejemplos se supone que la indemnizacién pagada por la
compaiiia tienen una distribucién Poisson de pardmetro 0, binomial negativa
de pardmetros 2 y 6, normal de pardmetros 6 y 0.2, binomial de parametros
100 y 8 v gamma de parametros 8 y 2 respectivamente.

En el primer caso el actuario confia en que la distribucién a priori de
9 (indemnizacién media) es I'(2,5) pues por experiencias anteriores conoce
que la media de indemnizaciones pagadas estd en torno a 2.5 u.m. y que la
indemnizacién media més frecuente (la moda) es 2 u.m. Los restantes ejemplos
se fijaron con criterios similares. Tomaremos como observacién muestral la
cantidad media de indemnizacién observada, Z, en los n = 10 anos, que se
van a suponer divididas por 10* si el riesgo corresponde a un asegurado, o por
107 si se trata de un colectivo; todo ello con el tnico objetivo de hacer los
datos m4s asequibles a la hora de su tratamiento informdtico. Por altimo se
ha tomado como valores de Z: 0.25,0.5,1,2.5,5,10.

En las siguientes tablas aparecen recogidos los rangos de variacién de P~
para cada uno de los modelos. Las tablas estdn organizadas de la sigulente
manera:

Principio de prima neta: Tablas 3.7, 3.8, 3.9, 3.10, 3.11y 3.12.

Principio exponencial: Tablas 3.13 y 3.14.

Principio Esscher: Tablas 3.15y 3.16.

Principio de varianza: Tablas 3.17, 3.18 y 3.19.

Todos los calculos fueron elaborados con el programa MATHEMATICA®
y los gréficos con el programa MATLAB? en ordenadores convencionales
(386DX, 486 DX y PENTIUM) con tiempos de proceso relativamente pequenos.

1Mathematica es propiedad de Wolfram Research, Inc.
2Matlab es propiedad de The Math Works, Inc.

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



3.1 El modelo colectivo no compuesto.

Ltk

Tabla 3.7: Intervalo de variacién de P*. Pr

colectivo no compuesto. Caso Poisson-Gamma.

incipio de prima neta. Modelo

Todas las distribuciones.

m e 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
Z=05 | ‘;f 5533664 | 0404310 | 0.442846 | 0.407255 | 0.380071 0.357954 | 0.339140
P'=25 5574900 | 0.907168 | 0.034383 | 0.958513 | 0.980649 1.00149 | 1.02151
:.up
P* =0.833333 | RS. 15.67 | 2477 | 2949 33.07 36.03 | 3861 40.94
Z=1 Pr, | 115951 | 1.09242 | 1.03923 [ 0.995020 | 0956945 | 0.923222 0.892655
t=25 o 57818 | 130414 | 1.32857 | 1.35192 | 1.37457 1.39682 | 1.41895
SUp
=1.25 R.S. 4.74 8.46 1157 | 1427 16.70 1894 | 2105
T = 2 s * | 246568 | 2.43201 | 2.40136 537074 | 2.34078 | 231123 | 2.28187
P = Pr. | 253941 | 257741 | 261438 365064 | 2.68649 | 2.72223 | 2.75815
Pt = 2 5 R.S. 1.47 2.89 1.26 5.59 6.91 8.22 9.52
F=5 % ] 448171 | 4.40502 | 434216 228793 | 4.23945 | 419492 | 415311
P’ =2.5 Pro | 401566 | 5.11866 | 5.26649 T 38461 | 5.48468 | 5.57299 | 5.65337
=4.58333 | RS. 473 7.78 10.08 11.96 13.58 15.03 16.36
z =10 x| 7.62825 | 7.46469 [ 736696 | 7.29418 | 7.23546 7.18497 | 7.13975
Pr=25 Pr, | 12.46600 | 12.75430 | 12.92610 [ 12.06750 | 13.01280 | 13.04360 13.06590
P* =8.75 RS. | 27.64 30.22 3176 | 32.41 33.01 33.47 33.86
Unimodalidad.
e 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
Z=25 Pr. | 246586 | 243300 | 2.40136 237088 | 2.34148 | 2.31312 | 2.28574
P'=25 Pr, | 251288 | 2.52516 | 2.53691 554818 | 2.55904 | 2.56953 | 2.57969
P* =25 RS. 0.94 1.84 2.71 3.54 435 5.12 5.87
T=5 Pr, | 454515 | 450938 | 4.47535 144256 | 4.41080 | 4.37911 | 434777
P'=25 Pr. | 467853 | 4.74881 | 4.80310 184640 | 488207 | 491187 | 4.93725
P*=458333 | RS. 1.45 2.61 3.57 4.40 5.14 5.81 6.43
T =10 Pr, | 809915 | 7.93643 | 7.83512 775921 | 7.69697 | 7.64302 | 7.59443
P'=25 Pl 8.75 8.75 8.75 8.75 8.75 8.75 8.75
P* = 8.75 R.S 3.72 4.64 5.22 5.66 6.01 6.32 6.60
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El modelo colectivo.

Tabla 3.8: Intervalo de variacién de P~.

colectivo no compuesto. Caso Binomial Negativa-Beta.

Principio de prima neta. Modelo

Todas las distribuciones.

il e 0.05 o1 | 015 0.20 0.25 0.30 0.35
T =05 Pr, | 061131 | 0.56833 | 0.53326 | 0.50360 0.47778 | 0.45478 | 0.43387
W P’ =086 P+ | 060418 | 0.7199 | 0.74454 | 0.76834 079169 | 0.81488 | 0.83817

P* = 0666667 | R.S. 6.21 11.37 15.84 19.85 23.54 27.00 30.32
(r =1 Py, | 1.09265 | 1.04923 | 101078 0.97607 | 0.94422 | 0.91457 | 0.88658
P =114 P, | 1.18000 | 1.21563 | 1.25000 | 1.28362 1.31687 | 1.35010 | 1.38363

i P*=1.14286 | RS 3.82 7.27 10.46 13.45 16.30 19.05 21.74
r F=25 * | 249406 | 242607 | 2.36499 230009 | 2.25714 | 2.20817 | 2.16142
P =284 Pr. | 266163 | 2.74516 | 2.82394 | 289939 2.97266 | 3.04469 | 3.11635

p* =257143 | RS 3.25 620 | 892 11.47 13.91 16.26 18.56
T=5 | 4.77338 | 4.62973 | 4.50869 | 4.40306 4.30836 | 4.22156 | 4.14052
P’ = 4.95 Pr, | 521905 | 5.44216 | 563773 | 58149 597975 | 6.13622 | 6.28750

P* =4.95238 | RS. 4.49 8.20 11.39 14.25 16.87 19.33 21.67
r z=10 Pr. | 9.16579 | 8.78299 | 8.50066 | 8.28354 §.10081 | 7.96347 | 7.81066
P =911 P, | 1067640 | 11.39390 | 11.87450 | 12.33830 12.73430 | 13.07720 | 13.37290

*=971429 | RS 7.77 13.43 17.36 20.87 23.84 26.32 28.63

Tabla 3.9: Intervalo de variacién de P~.

colectivo no compuesto. Caso Binomial-Beta.

Principio de prima neta. Modelo

Todas las distribuciones.

c 0.05 0.10 0.15 0.20 025 0.30 0.35

== o35 | P, | 005385 | 0.03284 | 003223 [ 003178 | 0.05142 | 093110 0.03081

Pr =025 [ Pr, [ 071703 | 0.72414 | 0.72850 | 0.73177 | 073446 | 0.73680 0.73892

P+ — o054 RS | 63257 | 64008 | 64469 | 64813 | 650.96 | 65343 | 65560

=—o05 | P, | 005442 | 0.05358 | 0.05307 | 0.05269 | 0.05237 | 0.05219 0.05185

P’ —025 | Phy | 132040 | 132442 | 1.32688 | 132873 | 133026 | 133153 1.33279
P+ =0.104 | R.S. | 60864 | 61097 | 612405 | 61348 | 61436 | 61519 615.83 |

T=1 P~ | 0.09576 | 0.09503 | 0.09458 | 0.09424 | 0.09396 | 0.09371 | 0.09349

P’ =025 | Prp | 1.90144 | 100221 | 1.00268 | 190303 | 1.90332 | 1.90357 1.90380

| Pr=0204 [ R.S. | 44256 | 44293 | 44316 | 44333 13347 | 44359 | 443.70
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Tabla 3.10: Intervalo de variacion de P*. Principio de prima

colectivo no compuesto. Caso Gamma-Gamma.

neta. Modelo

Todas las distribuciones.

€ 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
Tz = 0.25 i:f 0.25456 0.25198 0.24940 0.24680 0.24417 0.24150 0.23878
P’ =0.26 Plio 0.25988 0.26270 0.26560 0.26860 0.27171 0.27496 0.27837
P* = 0.25714 R.S. 1.03 2.08 3.15 4.23 5.35 6.50 7.69
z=405 P,’:‘f 0.39366 0.38826 0.38350 0.37916 0.37513 0.37131 0.36763
P’ =0.26 P;;lp 0.46250 0.50172 0.53088 0.55462 0.57509 0.59345 0.61044
P*=04 R.S. 8.60 14.18 18.42 21.93 24.99 27.76 30.35
z=1 P;';‘f 0.59556 0.57663 0.56518 0.55675 0.54992 0.54407 0.53884
P/ =0.26 Ps';m 1.71020 1.83646 1.91578 1.97614 2.02646 2.07077 2.11132
* — 0.68571 R.S. 81.27 91.86 98.48 103.49 107.66 111.32 114.65
z=2.5 P‘:‘f 0.98828 0.96765 0.95537 0.94635 0.93905 0.93278 0.92716
P! =0.26 PS*up 9.79005 10.27290 | 10.58040 10.81630 | 11.01410 11.18910 11.34980
P* = 1.54286 R.S. 285.24 301.77 311.92 319.85 326.50 332.38 337.76
z=25 P":“f 1.55587 1.53197 1.51758 1.50695 1.49830 1.49083 1.48413
P! =0.26 P;;lp 35.29030 | 36.83190 37.81510 | 38.57030 39.20390 | 39.76470 40.28010
P* = 297143 R.S. 567.64 593.98 610.77 623.66 634.46 644.03 652.81
z =10 P";{ 2.56678 2.53577 2.51699 2.50306 2.49168 2.48183 2.4729L‘
P! =0.26 P;up 125.5720 | 130.7270 134.0170 | 136.5440 138.6640 140.5420 142.2670
P* = 5.82857 R.S. 1055.19 1099.67 1128.06 1149.86 1168.14 1184.33 1199.21
Unimodalidad.
5 0.05 0.10 Q.15 0.20 0.25 0.30 0.35
z = 0.25 i);\i 0.25538 0.25363 0.25190 0.25017 0.24845 0.24674 0.24502
P =026 P;{lp 0.25781 0.25845 0.25907 0.25966 0.26023 0.26078 0.26130
pP* =0.257143 | R.S. 0.47 0.93 1.39 1.84 2.29 2.73 3.16
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Tabla 3.11: Intervalo de variacion de P*. Principio de prima neta. Modelo
colectivo no compuesto. Caso Normal-Normal.

Todas las distribuciones.

- < 005 | 0.10 015 | 0.20 0.25 0.30 0.35
Vr 7 = 0.25 P*, | 0.24474 | 0.22266 | 0.20419 | 018811 | 0.17366 | 0.16038 0.14791
P'=05 Pr . | 0.29855 | 0.31072 | 0.32554 | 0.33878 | 0.35091 | 0.36224 | 0.87304

’ p* =027272 | RS. | 894 16.14 | 22.24 | 27.62 32.49 37.00 41.27
r Z=05 + | 0.47266 | 0.45141 | 0-43375 0.41843 | 0.40470 | 0.39208 | 0.38023
| P'=05 Pr,, | 052733 | 054859 | 0.56624 0.58156 | 059529 | 0.60791 | 0.61976

k P* =05 R.S. | 546 9.71 13.24 16.31 19.05 2158 | 23.95
z=1 * | 094246 | 0.93140 | 082110 | 0.91135 | 0.90198 | 0.89289 | 0.88395
P'=05 Pr,, | 097675 | 0.99579 | 1.01261 102782 | 1.04187 | 1.05506 | 1.06764

| p~=o09s454 [ RS. | 179 3.37 479 6.10 7.32 8.49 9.62
Z=25 | P, | 231818 | 231818 [ 2.31817 | 2.31817 | 2.31817 2.31817 | 2.31817
P/ =05 P, | 231819 | 2.31820 | 2.31821 331823 | 2.31824 | 2.31826 | 2.31828

p*=1231818 | RS 0.00 0.00 | 0.00 000 | 0.0 0.00 0.00

Unimodalidad.

il B 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

=05 0.5 0.5 0.5 0.5 0.3 0.5 0.5
‘=05 57966 | 053390 | 0.52490 | 0.55377 | 0.56115 | 0.56743 0.57289

* =05 1.96 3.39 4.49 5.37 6.11 6.74 7.28
T=1 = | 0.94834 | 0.94211 | 0.93583 0.92047 | 0.92298 | 0.91634 | 0.90949
p'=05 Pro | 095814 | 0.96150 | 0.96465 0.96760 | 0.97038 | 0.97301 | 0.97551

| Pr=09545¢4 [ RS. | 051 1.001 | 1.50 1.99 2.48 2.96 3.45

P’ =05 Php 231818 | 2.31818 | 2.31818 2.31818 | 2.31818 | 2.321819 2.31819J
R.S. 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 l

531818 | 2.31818 | 2.31818 |
331818 | 2.31818 | 2.31818 |
0.00 0.00 | 0.0 |

Pr, | 231818 | 2.31818 | 2.31818 2.31818
331818 | 2.31818 | 2.31818 | 2.31818
000 | 0.00 0.00 0.00

T=25 | P, | 201818 | 231818 | 2.31818 531818 | 231818 | 2.31818 | 231818 |
“:* = 2.31818 !
Unimodalidad y simetria.

T € 005 | o010 | 015 | 020 [ 025 0.30 0.35
r z= P, | 0.95135 | 0.94799 | 0.94444 [ 0.94068 | 0.93668 | 0.93241 | 092783
h P'=05 Px., | 0.95642 | 0.95832 | 0.96024 [ 0.96220 | 0.96419 | 0.96621 0.96826
L pr=095454 [ RS. | 026 | 054 082 | 12 | 1.44 1.77 2.11

l

|

l
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Tabla 3.12: Intervalo de variacién de P*. Principio de prima neta. Modelo
colectivo no compuesto. Caso Exponencial-Gamma.

Todas las distribuciones.

£ 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
z = 0.5 P”;i 0.49255 0.48526 | 0.47808 0.47098 | 0.46392 0.45687 | 0.44979
P =05 Ps,:.\p 0.51159 0.52325 0.53504 | 0.54702 0.55929 | 0.57191 0.58501
*=0.5 R.S. 1.90 3.79 5.69 7.60 9.53 11.50 13.52
z=1 i:af 0.83597 0.81772 0.80150 | 0.78674 0.77304 | 0.76013 0.74779
P =05 Ps:lp 0.94419 1.01509 | 1.07621 1.13103 | 1.18169 1.22963 | 1.27591
P* = 0.85714 R.S. 6.31 11.51 16.02 20.08 23.83 27.38 30.80
z=2.5 i:\f 1.68157 1.59434 | 1.53985 1.49954 | 1.46699 1.43922 1.41461
P/ =05 Ps"up 3.47910 3.95886 | 4.27643 4.52539 | 4.73738 | 4.92732 5.10371
P* = 1.92857 R.S. 46.60 61.30 70.94 78.44 84.78 90.43 95.64
z=25 itn’ 2.68515 2.54809 | 2.46929 2.41293 | 2.36823 2.33051 2.29728
P =0.5 P;“m 11.0963 12.3726 | 13.2075 | 13.8601 14.4151 14.9123 | 15.3741
P* = 3.71429 R.S. 113.22 132.25 144.55 154.09 162.16 169.37 176.03
z =10 P:“. 4.35131 4.16892 | 4.06388 3.98846 | 3.92840 3.87750 | 3.83250
P! =0.5 Ps’:,p 34.34010 | 37.7730 40.0246 | 41.7872 43.0883 | 44.6342 | 45 .8854
P* = 7.28571 R.S. 205.80 230.61 246.78 259.40 27011 279.70 288.59
Upimodalidad.
I < 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.3
z=0.5 P";f 0.49429 0.48876 | 0.48341 0.47819 | 0.47309 0.46809 | 0.46317
P’ =05 Pl 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
‘ +=05 |RS. 0.57 1.12 1.65 2.18 3.69 3.19 3.68
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Tabla 3.13: Intervalo de variacién de P*.

Modelo colectivo no compuesto. Caso Poisson-Gamma.

Principio de utilidad exponencial.

Todas las distribuciones.

M € 0.05 010 | o015 | 020 025 | 030 0.35
Z=0.5 | 0.58370 | 0.49432 | 0.44285 [ 040726 | 0.38008 | 0.35796 | 0.33914
f=2.5 Pr, | 087492 | 090718 | 0.93440 [ 005853 | 0.98067 | 1.00151 1.02153

P* =0.833351 | RS 17.47 2477 | 2949 | 3307 36.03 | 3861 40.94
T=1 » ] 115953 | 1.09244 | 1.03925 099504 | 0.95696 | 0.92324 | 0.89267
"=25 Pr. | 1.27820 | 1.30417 | 1.32860 135195 | 1.37460 | 1.39685 | 1.41898

P* =1.25003 | R.S 4.74 8.46 11.57 14.27 1670 | 18.94 21.05
F=25 Pr, | 246573 | 2.43296 | 240142 237079 | 2.34083 | 231128 | 2.28192
r=125 Pr. | 2.53947 | 2.57747 | 261443 265069 | 2.68655 | 2.72229 | 2.75821

P* =2.50005 | RS 1.47 2.89 4.26 5.59 6.91 8.22 9.52
z=5 Pr, | 448181 | 440511 | 434235 2.08803 | 4.23954 | 419501 | 4.15319
P'=25 Pr | 451577 | 511878 | 526661 | 538474 5.48480 | 5.57311 | 5.65350

Pr =458343 | RS 4.73 7.78 10.08 11.96 1358 | 15.03 16.36
T =10 pr, | 7.62842 | 7.46485 | 7.36711 729434 | 7.23561 | 7.18512 | 7.13990
P’ =125 Pl | 12.46630 | 1275460 | 12.92640 12.96770 | 13.01310 | 13.04390 | 13.08620

p*=875019 | RS. | 2764 30.22 31.76 32.41 33.01 3347 33.86

Unimodalidad.

T € 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
T=25 Pr, | 2.46591 | 243305 | 2.40142 337093 | 234154 | 2.31317 | 2.28579
| P'=25 Pr, | 251294 | 2.52522 | 253696 254824 | 2.55909 | 2.56958 | 2.57974

‘ p* =250005 | RS. 0.94 1.84 2.71 3.54 435 5.12 5.87
=5 Pr, | 454525 | 4.50948 | 447545 2.44266 | 4.41069 | 4.37920 | 4.34786
| pr— 458343 | Phy, | 467864 | 474892 | 480321 184660 | 4.88218 | 4.91198 | 4.93736

l *+=45828 | RS. 1.45 2.61 357 4.40 5.14 5.81 6.43
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Tabla 3.14: Intervalo de variacién de P*. Principio de utilidad exponencial.
Modelo colectivo no compuesto. Caso Normal-Normal.

Todas las distribuciones.

£ 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
z = 0.5 ‘{:lf 0.47267 | 0.45141 0.43376 | 0.41844 | 0.40471 0.39209 | 0.38023
P'=05 Ps:m 0.52733 | 0.54859 | 0.56624 0.58156 | 0.59529 | 0.60791 0.61977
P* =05 R.S. 5.46 9.71 13.24 16.31 18.05 21.58 23.95
rz=1 P‘:‘n. 0.94246 | 0.93141 0.92110 | 0.91135 | 0.90199 0.89290 | 0.88396
P'=0.5 F‘s",lp 0.97676 | 0.99579 | 1.01261 1.02783 | 1.04187 | 1.05506 1.06764
P* = 0.95455 R.S. 1.79 3.37 4.79 6.10 7.32 8.49 9.62
T =25 P:,n, 2.31818 | 2.31818 | 2.31818 2.31818 | 2.31818 | 2.31818 2.31817
P' =05 Ps*up 2.31820 | 2.31821 2.31822 2.31823 | 2.31825 | 2.31827 2.31829
P* =2.31819 | R.S. 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Unimodalidad.
W £ 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
T=05 P*. 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
P! =05 P;{lp 0.51967 0.53390 | 0.54490 0.55377 | 0.56115 0.56744 0.57289
P*=0.5 R.S. 1.96 3.39 4.49 5.37 6.11 6.74 7.28
z=2.5 P‘:‘f 2.31818 | 2.31818 | 2.31818 2.31818 | 2.31818 | 2.31818 2.31818
P'=0.5 P;{m 2.31818 | 2.31818 | 2.31919 2.31919 | 2.31819 | 2.31819 2.31819
P* = 2.31819 R.S. 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Unimodalidad y simetria.
€ 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
Tz =0.5 th\f 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
P'=05 Pl 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
*=0.5 R.S. Q.00 Q.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
z=2.5 P“:n. 2.31818 2.31818 | 2.31818 | 2.31818 | 2.31818 2.31818 | 2.31818
P =0.5 Ps"““p 2.31818 | 2.31818 | 2.31818 | 2.31818 2.31818 | 2.31819 | 2.31819
P* = 2.31819 R.S. 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
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El modelo colectivo.

Tabla 3.15: Intervalo de variacién de P*. Principio Esscher. Modelo colectivo

no compuesto. Caso Poisson-Gamma.

Todas las distribuciones.

€ 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
Z=0. Py 0.58372 0.49433 0.442867 0.40727 0.38008 0.35797 0.33915
Pl =25 Plo 0.87494 0.90720 0.93442 0.95855 0.98069 1.00153 1.02156
P*=0.833369 | RS 17.47 24.77 29.49 33.07 36.03 38.61 40.94
T=1 g 1.15956 1.09247 1.03928 0.99506 0.95698 0.92326 0.89269
P'=25 Plp 1.27823 1.30420 1.32863 1.35198 1.37463 1.39688 1.41901
P* = 1.25005 R.S 4.74 8.46 11.57 14.27 16.70 18.94 21.05
T=2.5 g 2.46578 2.43302 2.40147 2.37084 2.34088 2.31133 2.2819L]
P =25 Poup 2.53952 2.57752 2.61449 2.65075 2.68661 2.72235 2.75827
P* = 2.50011 R.S 1.47 2.88 4.26 l 5.59 6.91 8.22 9.52
z=5 Pk 4.48190 4.40521 4.34235 4.28812 4.23964 4.19510 4.15328
P'=25 Pap 4.91588 5.11889 5.26673 5.38486 5.48493 5.57324 5.65363
P* = 4.58353 R.S. 4.73 7.78 10.08 11.96 13.58 15.03 16.36
z=10 rs 7.62858 7.46501 7.36727 7.29449 7.23577 7.18527 7.14005
P'=25 Plip 12.46580 | 12.71550 | 12.92580 | 12.77960 13.12310 | 13.24250 | 13.29920
P* =8.75038 R.S. 27.64 30.00 31.76 31.34 33.64 34.61 35.19
Unimodalidad.
€ 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
z =25 Pl 2.46596 2.43311 2.40147 2.37198 2.34159 2.31322 2.28584
P'=25 Plp 2.51299 2.52527 2.53702 2.54829 2.55915 2.56964 2.57980
P* = 2.50011 R.S. 0.94 1.84 2.71 3.52 4.35 5.12 5.87
z=>5 P, 4.54535 4.50987 4.47554 4.44275 4.41079 4.37930 4.34795
P'=25 Plp 4.67874 4.74902 4.80332 4.84670 4.88229 4.91209 4.93747
P* = 4.58353 R.S. 1.45 2.61 3.57 4.40 5.14 5.81 6.43
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Tabla 3.16: Intervalo de variacién de P*. Principio Esscher. Modelo colectivo

no compuesto. Caso Normal-Normal.

Todas las distribuciones.

€ 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
T =0.5 i;i 0.47267 | 0.45141 | 0.43376 0.41844 | 0.40471 | 0.39209 | 0.38024
P'=05 Ps):m 0.52733 | 0.54859 | 0.56624 0.58156 | 0.59529 | 0.60792 0.61977
P* =05 R.S. 5.46 9.71 13.24 16.31 19.05 21.58 23.95
z=1 i;f 0.94246 | 0.93141 0.92110 | 0.91135 | 0.90199 0.89290 | 0.88396
P =0.5 Ps"m3 0.97675 | 0.99579 | 1.01261 1.02783 | 1.04187 | 1.05506 1.06764
P* = 0.95454 R.S. 1.79 3.37 4.79 6.10 7.32 8.49 9.62
z=2.5 P1’;f 2.31818 | 2.31818 | 2.31818 2.31818 | 2.31818 | 2.31817 2.31817
P ' =0.5 P;;lp 2.31819 | 2.31820 | 2.31822 2.31823 | 2.31825 | 2.31826 | 2.31828
h P* = 2.31818 R.S. 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Unimodalidad.
& 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
=05 e 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
P =0.5 Ps‘:xp 0.51967 | 0.53390 | 0.54490 0.55377 | 0.56115 | 0.56744 0.57289
P* =05 R.S. 1.96 3.39 4.49 5.37 6.11 6.74 7.28
z=1 R:f 0.94834 | 0.94211 0.93583 | 0.92947 | 0.92298 | 0.91634 0.90949
P =0.5 P;;lp 0.95815 | 0.96151 0.96465 | 0.96761 0.97039 | 0.97302 | 0.97551
P* = 0.95454 R.S. 0.51 1.01 1.50 1.99 2.48 2.96 3.45
=25 R:f 2.31818 | 2.31818 | 2.31818 2.31818 | 2.31818 | 2.31818 2.31818
P =05 P;‘up 2.31818 | 2.31818 | 2.31818 | 2.31818 2.31819 | 2.31819 | 2.31819
P* = 2.31818 R.S. 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Unimodalidad y simetria.
e 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
T=1 PI:{ 0.95135 | 0.94799 | 0.94444 0.94068 | 0.93668 | 0.93241 0.92783
P'=0.5 Ps‘;xp 0.95642 | 0.95832 | 0.968025 | 0.96220 0.96419 | 0.96621 | 0.96826
P* = 0.95454 R.S. 0.26 0.54 0.82 1.12 1.44 1.77 2.11
% =25 P3| 2.31818 | 2.31818 | 2.31818 | 231818 | 231818 | 2.31818 | 2.5181%
P =0.5 P;{w 2.31818 | 2.31819 | 2.31819 | 2.31819 2.31819 | 2.31819 | 2.31819
P* = 2.31818 R.S. 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
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Tabla 3.17: Intervalo de variacién de P~ Principio de varianza. Modelo
colectivo no compuesto. Caso Poisson-Gamma.
Todas las distribuciones. .
. 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
T =05 Pr | 163872 | 154589 | 149078 | 145213 | 142238 1.39806 | 1.37730
p' =857 [ P, | 11058 | 14205 | 196903 | 1.99321 | 2.01556 3.03671 | 2.05712
P*=1.87121 | RS. | 7.26 10.58 12.77 14.45 15.85 17.06 18.16
(r Z=1 | 221250 | 214835 | 2.09624 | 2.05222 | 201384 1.97954 | 1.94822
| P'=3857 | Pap | 22389 | 2.34959 | 237394 339738 | 242021 | 2.44274 | 2.46521
| pr=22063 [ RS. | 242 1.38 6.04 751 8.84 10.08 11.25
F =25 Pr. | 352512 | 349226 | 346061 | 3.42087 | 3.39978 3.37008 | 3.34056
pr=3857 | Pty | 3.60086 | 364060 | 3.67916 | 371689 | S3.75413 379117 | 3.82833
P*=3.55952 | RS. | 1.06 2.08 3.06 2.03 1.97 5.91 6.85
!r Z=5 Pr. | 558454 | 546502 | 540046 | 534509 | 529580 5.25066 | 5.20838
pr—3857 | Ph, | 600066 | 622153 | 6.37574 | 649447 | 6.59628 6.68584 | 6.76719
| P =s.65174 [ RS | 411 6.69 861 10.16 11.50 12.69 13.79
T ==10 P, | 567658 | 851346 | 841664 | 834361 | 8.28469 8.23438 | 8.18916
P —ags7 | Phy | 13.61650 | 13.90300 | 13.97490 | 14.02630 | 14.05780 | 1438720 14.46850
+ =9.82479 | R.S. | 2514 3743 78.28 78.92 29.38 31.31 31.95
Unimodalidad.
c 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
ZT=25 | 3.52546 | 349270 | 346100 | 343018 | 3:39990 3.37010 | 3.34061
Pl = 3857 | Prg | 357208 | 5.58405 | 3.50551 | 360651 | 361711 | 3.62734 3.63726
P* =3.55952 | R.S. | 065 1.28 1.88 247 3.05 361 116
F=5 Pr_ | 561107 | 557495 | 553992 | 550680 | 547364 5.44156 | 5.40971
P'— 3857 | Phy | 5.75536 | 580000 | 588686 | 503164 | 596800 | 599819 6.02372
| pr=565174 [ RS | 126 2.25 3.06 3.76 437 492 5.43
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Tabla 3.18: Intervalo de variacién de P~ Principio de varianza. Modelo
colectivo no compuesto. Caso Gamma-Gamma.
Todas las distribuciones.
e 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
T =025 | 039336 _| 0.38965 | 038500 | 038212 | 037828 | 0.37436 0.37035
P’ = 0.4285 | Pry | 040188 | 040681 | 041187 | 0.41708 | 0.42247 | 04280 0.43395
P* =0397059 | R.S. | 107 2.16 3.27 440 5.56 6.76 8.00
=05 -] 060667 | 050763 | 058980 | 0.58276 | 0.57633 | 057027 0.56448
Pl = 04285 | Prp | 074152 | 081208 | 0.86303 | 0.90360 | 093822 | 096999 0.99752
| P =0617647 [ R.S. | 10.91 17.37 22.11 25.97 29.29 32.28 35.05
T=1 P~ | 090910 | 0.88007 | 0.86259 | 0.84975 | 0.83936 | 083046 0.82251
P! = 0.4285 P;{lp 2.85640 3.06818 3.20168 3.30350 3.38852 3.46349 3.53218
P*=105882 | RS. | 91.95 10333 | 11045 | 11587 | 12037 | 12433 | 127.95
T=25 + | 150581 | 1.47448 | 145581 | 144210 | 143100 | 142146 1.41293
Pl = 04285 | Prag | 1673490 | 1758490 | 18.12720 | 1854380 | 18.89340 | 192030 19.4876
P+ —oos235 RS | 31062 | 33812 | 4989 | 35892 | 30649 | 37319 | 37934
T=5 P | 206933 | 2.33201 | 2.31099 | 229479 | 2.28160 | 2.27022 2.25999
P' = 04285 | Pro | 6167160 | 64.46950 | 66.25600 | 67.63120 | 68.78530 | 69.80760 | 70.74790
P+ —asssas RS | 64624 | 67712 | 69684 | 71109 | 72472 | 73598 | T46.34
Unimodalidad.
< 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
T=025 P | 039430 | 039157 | 038884 | 038613 [ 0.38341 | 0.38069 0.37795
P’ = 0.4285 Plup 0.39727 0.39747 0.39764 0.39786 0.39803 0.39820 0.39837
P* = 0.397059 R.S. 0.37 0.74 1.10 1.47 1.84 2.20 2.57
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Tabla 3.10: Intervalo de variacién de P~. Principio de varianza. Modelo
colectivo no compuesto. Caso Exponencial-Gamma.
Todas las distribuciones.
< 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
==05 | P, | 141156 | 121904 | 111395 | 1.04385 | 009170 | 095014 0.91537
P =133 [ Pry | 206200 | 211885 | 217048 | 2.21942 | 2.06677 251338 | 2.35996
P* = RS. | 16.28 22.49 26.41 29.38 31.87 34.08 36.11
==1 | Pr, | 250486 | 265186 | 2.52670 | 2.42087 | 232898 2.04741 | 2.17359
Pl =133 [ Peo| 306006 | 312321 | 518405 | 324515 | 330704 | 3.37029 3.43551
P*=3 R.S. 4.28 7.85 10.95 13.73 16.30 18.71 21.03
z=2.5 P]’;f 5.85483 5.71939 5.59182 5.47059 5.35443 5.24222 5.13294
Pl =133 [ Phy | 615012 | 69949 | 6.44910 | 6.60032 | 6.75402 | 691151 7.07416
P*=6 R.S. 2.46 4.83 7.14 9.41 11.66 13.91 16.17
=—: | P, | 10.68930 | 10.41410 | 10.16530 | 9.93660 | 972325 | 952199 9.32872
P! =1.33 P;{lp 11.3320 12.02520 | 12.49140 12.93950 | 13.37640 | 13.80830 14.24030
P*=11 | RS. | 383 752 1057 13.64 16.60 19.48 2232 |
Z=10 | P, | 1901550 | 19.12270 | 18.49310 [ 17.96590 | 17.50740 | 17.0971 16.72130
P =133 [ Phy | 25.46010 | 2534900 | 26.03030 | 28.32600 | 29.60390 | 3080790 31.96540
P*=21 R.S. 8.43 14.82 20.08 24.66 28.80 32.64 36.29
Unimodalidad.
€ 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
z=05 P‘:‘f 1.64519 1.48768 1.39732 1.33808 1.28592 1.26420 1.23933
P/ =1.33 Ps’;p 2.03127 2.06204 2.09264 2.12340 2.15461 2.18639 2.21965
P* = R.S. 9.65 14.35 17.38 19.63 21.46 23.05 24.50
z=1 P‘;f 2.91905 2.84816 2.78540 2.72929 2.67869 2.63271 2.590863
P =133 [ Pay | 3.03829 | 307776 | 3.11865 | 316121 | 3.20577 | 325269 3.30243
| pr=3 [RS | 188 382 5.55 7.19 8.78 10.33 11.86
== 25 | P, | 595676 | 591953 | 588151 | 584512 | 581001 | 577604 5.74307
Pr =133 [ Pry | 6.13696 | 67854 | 642498 | 657654 | 6.73348 | 689610 7.06471
| pr= RS. | 148 2.99 152 6.09 7.69 533 11.01
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Figura 3.1: Grafica de algunos R.S. para el principio de prima neta. Casos
Poisson-Gamma, Binomial Negativa-Beta, Binomial-Beta y Gamma-Gamma.

La unimodalidad es una propiedad altamente recomendada desde el
punto de vista de la robustez de la prima a posteriori. Dicha propiedad reduce
drésticamente los factores de sensibilidad relativa, R.S., dando al actuario
cierta tranquilidad a la hora de tarificar un riesgo.

Més atin cuando se anade a la unimodalidad la propiedad de simetria (si
bien esta propiedad puede depender del tipo de cartera ya que se utiliza para
el caso normal).

Merece la pena hacer algunos comentarios mas detallados sobre ciertos
aspectos que sobresalen.

Para una mejor aclaracién de los siguientes comentarios el lector puede
observar los graficos 3.1, 3.2, 3.3, 34y 3.5

1. Fl modelo binomial-beta es el menos robusto de todos, con valores de
R.S. en torno al 400 vy al 600%. Esto significa que las fluctuaciones (a
izquierda y derecha) de la prima a posteriori alrededor de P~, el valor
obtenido para la distribucién base mo(0), pueden ser de hasta el 600%. El
modelo exponencial-gamma también sobresale en cuanto a carencia de
robustez, llegando a alcanzar el factor R.S. valores de hasta el 288.59%.
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Figura 3.2: Gréfica de algunos R.S. para el principio de prima neta. Casos
Normal-Normal v Exponencial-Gamma.

2. Hay que indicar que para todos los pares verosimilitudes-priori la

ausencia de robustez se incrementa conforme la media muestral refleja un
resultado que entra en conflicto con la informacién a priori espeéiﬁcada.
Esto es, las distribuciones a priori, en la mayoria de los casos refleja la
impresién que el actuario tiene sobre Z, y que estd en torno a 2.5. Al
obtener medias muestrales que se van alejando por abajo y por arriba
de este valor los R.S. se incrementan. En este sentido hay que indicar
que R.S. es cero para el caso Normal-Normal y T = 2.5. Ya indicamos
antes que incluso se dan situaciones en las que nuestro modelo no aporta
solucién, pues se obtienen valores inferiores y superiores de P* que se

alcanzan para 6 < 0 6 para z < 0.

Como resultado méas destacable hay que decir que el principio de célculo
de prima mas robusto es el de varianza, y que no hay diferencias
significativas, en cuanto a robustez se refiere, entre el resto de principios.

También merece ser indicado que a partir de la tercera y a veces la cuarta
cifra decimal hay diferencias en los valores de los R.S. para el principio
de prima neta, de utilidad exponencial y Esscher, y que hasta la segunda
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Figura 3.3: Grafica de algunos R.S. para el principio de utilidad exponencial.
Casos Poisson-Gamma y Normal-Normal.

cifra decimal coinciden totalmente para la misma observacién muestral.
Por ejemplo, para Z = 2.5, y para el par Poisson-Gamma los R.S. varian
desde 1.47 hasta 9.52, v esto ocurre para los principios de prima neta,
exponencial y Esscher; en el modelo de unimodalidad los R.S. varfan
desde 0.99 hata 5.87, de nuevo igual en todos los principios. Es decir,
los tres principios tienen un comportamiento igual en cuanto a robustez
se refiere, aunque los intervalos de variacién de P* sean ligeramente
diferentes, como puede observarse en la tabla 3.20.

Tabla 3.20: Intervalo de variacién de P* para T = 2.5 y € = 0.03.

Prima neta Exponencial Esscher Varianza

Pr.  2.46568 2.46573  2.46578  3.52512
P> 2.5 2.50005  2.50011  3.55952
P 2.53941 2.53047  2.53952 _ 3.60086

sSup

R.S. 1.47 1.47 1.47 1.06
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Figura 3.4: Gréfica de algunos R.S. para el principio Esscher. Casos Poisson-

Gamma vy Normal-Normal.
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Figura 3.5: Gréfica de algunos R.S. para el principio de varianza. Casos

Poisson-Gamma, Gamma-Gamma y Exponencial-Gamma.
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3.2 El modelo colectivo compuesto.

Ya se comenté con anterioridad que lo ideal cuando se trabaja en T.C. es
hacerlo con la distribucién del coste total, componiendo los modelos del
nimero de siniestros y coste de los mismos. Desde principios de siglo los
investigadores actuariales se han empefiado en proporcionar teorias adecuadas
que proporcionen la distribucién del dafio total, pero muy pocos progresos
se han obtenido al respecto, hasta descubrir que la distribucién de Poisson
proporciona un camino satisfactorio para representar la distribucién del
ntmero de siniestros ocurridos en una cartera dada de contratos de seguros
en un periodo especificado de tiempo. Escribamos esta distribucién de
probabilidad como P,(t) = P,. Si X; es el coste individual de un siniestro,
que es una variable aleatoria positiva independiente de la variable aleatoria
ndmero de siniestros, con funcién de distribucién V(z;) y que no depende de
t, entonces

Prob[X < z] = F(z) = ZPn-V"*(x), :c:Z:ci,
n=0 =1

donde V™*(z;), la n-ésima convolucién de V(z;), viene dada por
V™ (z) = /x VOU(z — g)dV(z;), n=1,23,..,
0

y donde definimos

VO*(JE) — { 0, =<0,
1, Z; Z 0.

Una de las desventajas de suponer la distribucién de Poisson para P,
es que la varianza del ntimero de siniestros es igual al nimero esperado de
siniestros. En algunas situaciones la varianza es mayor que la media y es por
ello que se han sugerido otras distribuciones, como la distribucién binomial
negativa. Pese a todo, la suposicién de una distribucién de Poisson para el
nimero de siniestros es la més extendida (quizés por su sencillez analitica a la
hora de calcular la distribucién del coste total).

Nosotros en esta seccién nos proponemos hacer un estudio similar al
desarrollado en la anterior pero para el modelo compuesto. Supondremos
que el nimero de siniestros y el coste de los mismos son variables aleatorias
independientes y que las distribuciones relevantes son como sigue:
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e Nimero de siniestros ~ P, (6) = e’ /n!, n=01,2,..
o Coste del i-ésimo siniestro ~ Exp(X) : f(zi | A) = AemA% A>0

Coste total ~ f(z | A, 8) = T, f¥ (@) Pa,

La distribucién de X, f(z | A, 6), depende de los pardmetros A y 6.
En T.C. es usual considerar A conocido y ¢ aleatorio. Por tanto se

considerar4 una distribucién a priori (distribucién estructura) mo(6) para

el pardmetro 6.

ba

I'(a)
En esta seccién modificaremos la expresién de la funcién de densidad de
una distribucién gamma y adoptaremos la misma que toma Freifelder
(1974), que difiere de la adoptada en la seccién anterior, que se tomd
de esa otra forma para no confundir al lector que consultase a Hetlmann
(1989).

El modelo asi asumido es idéntico al elaborado por Freifelder (1974), Seal

(1969), Miller (1980) y otros. Ahora, si en un nimero t de periodos de tiempo
se observan m siniestros, la probabilidad de este suceso (la verosimilitud del

g ~ T(a,b): mo(f) = 91 e 1 000(0),  6>0,a>0,6>0.

dato observado) es

(6t)™ - e=?
m! )
La distribucién a posteriori de @, via teorema de Bayes, es

mo(6 | m) o 671 e gme ™ ~T(a+m, b+ 1)

I(m | 6) = (3.62)

Indiquemos que el actuario en esta ocasién observa el nimero de siniestros
ocurridos durante el nimero de periodos de tiempo ¢,y le es indiferente, por
ejemplo, las dos observaclones sigulentes,

0,1,3,2,0,3,

1,2,0,0,3,3,
que proporcionan ambas 9 siniestros en 6 periodos de tiempo. Sin embargo, ¥
como un hecho curioso, el lector puede comprobar que se obtienen las mismas

expresiones para las primas a posteriori si la verosimilitud es
n
02i=1 ™, 6——9)5 n

A ’
ITm;! =
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siendo m; el nimero de siniestros observados en el periodo . La verosimilitud
as{ considerada fue la adoptada en la seccién anterior. Obsérvese que la
distribucién a posteriori, para una u otra verosimilitud, es la misma, I'(a+
m,b+1), y que es indicativo del cumplimiento del Principio de Verosimilitud.

El primer paso a desarrollar serd el célculo de f(z | 8), que viene dada,

como expusimos antes, por

f(z)=>_P.-f™(z), siendo z= Zn::c1

=1

Pasemos, pues, a calcular esta densidad compuesta bajo los supuestos
anteriormente citados de distribucién poissoniana para el nimero de siniestros
y exponencial para el coste de los mismos (tomaremos en este apartado y por

comodidad z; = s).

f*flz)= /Ox flz —s)f(s)ds = /Ox Ae M=) NN ds = AT Mg,
fx(f*filz)= /Ox Ae™AE) N\ 2gem R s = %2/\36_M.

n—1

Por induccién, supongamos cierta que f**(z) = ,\ne“/\x_(__:_c__lj_P entonces
n—1)!
z n—1 A\t —AZ
(n+1}(*) — n* . —As _—~Mz—s)yn $ _ e T
FEE () = £+ (f )(x)-—/o AN ds =

luego, por induccién matematica, tenemos 3

Anxn—-l -z 6—96n
flel8)=2 (n—i)! Tl

A continuacién obtendremos las expresiones de la verdadera prima
individual, de la prima a priori y de la prima a posteriori para los principios
de prima neta, exponencial, Esscher y varianza, asi como las expresiones

3Para una consulta mas detallada del cdlculo de f(z | §) el lector puede consultar a Seal

(1969).
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de P* en un modelo de contaminaciones. El procedimiento en este caso es
similar al desarrollado en la seccién anterior, con la excepcién de que ahora
si procederemos al célculo de la verdadera prima, de la prima a priori y de la

prima a posteriori.

3.2.1 Principio de prima neta.
Verdadera prima individual.
Segiin este principio la verdadera prima individual es
P=Er[X|0],
que en nuestro modelo de Poisson compuesto quedaria de la siguiente forma,

P:/ 2fl(z | 0)de

)\n n—1 —Az —9871
(n—=1)! nl

/\n —Gen

- -z
——Z n—l‘n‘/x e e

Ae™?0r T(n+1) 1
Zn—l)'n' \nt1 _X'H“E[Xi]’E[N]’

n

dz

\

es decir la verdadera prima es la media del nimero de siniestros por el valor
medio del coste de un siniestro.

Prima a priori.

Si como hasta ahora suponemos que  sigue en el colectivo una distribucién a

priori I'(a, b) se tiene

P’:/@[/ xf(x\@)dx} ro(0)d8

/Xg O ga-1e-0lt g

2 T(a)
_1 b a _—bd
_m(a)/xe 4

18 T(at+l) 1la
T AT(a) bt XY
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3.2 El modelo colectivo compuesto. 97

que es el valor esperado del coste de un siniestro por la media de la distribucién
a priori.

Prima a posteriori.

Ahora utilizando la propiedad de conjugacién, el célculo de la prima a
posteriori es idéntico al anterior, sin mas que reemplazar los pardmetros de
la distribucién a priori por los de la a posteriori; es decir, en la expresién
anterior a por a +m y b por b+ 1t.

_la—i—m
X b+t

*

Observemos que P* puede escribirse de la siguiente forma

L 11t m b a 1(,m a
d —x[mﬂmz} =5 {zF+0-215),

[ . -
con Z = ——, que se denomina factor de credibilidad.

b+t

Ademds Z € [0,1] y Z — 1 cuando t — o0, i.e. P* — -?, que es la

. el ) ) a )
media muestral . Por dltimosit — 0, Z — 0,y P* — 7 duees la media

de la distribucién a priori.

Q:: Todas las distribuciones.

Segtin el resultado del teorema 1 el infimo y supremo de la prima a posteriori
se obtiene calculando el minimo y el maximo de

_ Ao+ 9(8)l(m]8)
RO == tm1e)

como funcién de 6, con
0

I(m | 8) es como en ( 3.62), mientras que A y Ap son como se exponen a
continuacion
A=2"% [ 1m | B)mo(6)dt =
e

£

1—¢ella+m) b t™
e (b+t)*tm(a)m!’
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" la+m
Ag=A-P"=A- P

Luego R(#) queda,
_ P- P+ P(0)

R(0) = =57 PO (3.63)

P =(1—¢)l(a+m)b?, (3.64)

Py(8) = e(b + t)a+mr(a)§em+l et (3.65)
Py(6) = e(b+1)**™T(a)f™ - 7. (3.66)

Q,: Unimodalidad.

Segin el resultado del teorema 2 el infimo y supremo de la prima a posteriori
se obtiene ahora utilizando las expresiones ( 3.32) y ( 3.33), quedando,

Py - P*+ [;°7% Py(0)d6
Py + [0 P3(0)do

Py - P*+ Py(60)
P}_ =+ P3(90) ’
con Py, P,(8) y Ps(8) como en ( 3.64), ( 3.65) v ( 3.66) respectivamente.

, st z#0,

z =0,

3.2.2 Principio de utilidad exponencial.
Verdadera prima individual.

De la expresién

1
P = —LogEr [e*7],
o

se deduce que debemos calcular la funcién generatriz de momentos.

Er [e%] = / e f(z | 0)da

gre A" gre=f A" I'(n)
(/\—a)x n—1 — .
/Zn'n—l e =) S T e )

ga
= ~9+Aa——e>\ —a
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luego, la verdadera prima individual es

con A > .

P=

A—a’

Prima a priori.

De nuevo, suponiendo que 6 sigue en el colectivo una distribucién a priori

I'(a,b),

P = -i—Log i [ [ et H)dx} 7o(6)d6

1 oo b -1 __-bd
- = = gt 0
aLog/@eA Ta) ¢ e d
1 i PA—a)—a
= “Log [ —tr e el
% )T@’ ©

A—o

1. [ I
= —&Log Lr(a) [b(/\_a)_a]ajl
1 L (A —-a) |°
o | b(A — ) — a]

a [ b(A — @) ]
a b+ 1) (A—a)— A}

Prima a posteriori.

Sustituyendo ahora en la expresién anterior a por a+m y b por b+1 se obtiene
la siguiente expresién para la prima a posteriori y para el principio de utilidad
exponencial.

. atm (b+t) (A — @)
L I T N

Q;: Todas las distribuciones.

En este caso A y [(m | §) son evidentemente como los dados anteriormente.
Para obtener la expresién que permite obtener el infimo y el supremo de
P* en este caso se precisa de,

ab

9(0) = Ep[e | 6] = e3-=,
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100 El modelo colectivo.

AOZA'EWO[EF[Gaxle]]:A'{( (b+t)(/\ )_)\} ]

b+t+ 1)\ —a)
Finalmente la expresién a minimizar y maximizar en el modelo de

contaminaciones con & es

R0) = L1og { o Er T 12 RO,
P, = (1 —¢&)l(a+ m)b*, (3.67)
Py(8) = e(b+ )T ()8 - =7, (3.68)
Py(8) = e(b+ t)*T™T(a)f™ - e, (3.69)

Q,: Unimodalidad.

Py Ey, [Er (e | 0] + [2° Po(6)d6
iLog{ e B (e 04 S PO } 0
a Py + [;277 Ps(6)d6

1 Py By [Ep (e | 0]l + Pa(00) |

—L z =0,

o Og{ P1+P3(90) > ¥ O

con Py, P,(8) y Ps(8) como en ( 3.67), (3.68) v ( 3.69) respectivamente.

3.2.3 Principio Esscher.
Verdadera prima individual.

[y ze®f(z | 0)dx
Jx e flz | 0)dz

nnl —-A —~8n
fXxeo:xZn)\ *eT% dz

P =

(n— 1 n!
oz A gpn— 1e—Ax e—6gn
fX € Zn (n—1)! nl dz

Are=6gn —(=a)z
7 nl{n1)! Jze dz

Ane=fgn n—1,~{A—a)z
7 pl(n—1) fiE et J=dg

RS
S (A—a)r
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3.2 Fl modelo colectivo compuesto. 101

Prima a priori.

P fo PecFro(0)dé
T fo e mo(0)do
Jo '(,\A:'i")"z 6(_&%7 rb(c;) 6o~ 0do

A6
Jo Ta 2Es6e=1¢-20d6

A-a
BA—a)2—X-a

Prima a posteriori.

A (a+m)
b+t (A—a)2—X-a

P* =

Q,: Todas las distribuciones.
En este caso estamos interesados en calcular el rango de variacién de
_ Jo PeaPWO(e | m)dé _ Jo 91(0)mo(0 | m)dé

Jo ePmo(6 | m)dl [ g2(0)mo(6 | m)d6’

Utilizando el resultado del teorema 4 el infimo y supremo de P~ se

obtiene hallando el minimo y €]l maximo de

P*

o+ (6)i(m | 0)
= AT im0 (370)

()

g1(8) v g2(0) vienen dadas por

91(0) = Pel = 5 - et
— &

02(6) = F = O

2

Y « m 0t m e
0(0) U 0) = o2y S T = T e Sk

— ) m! m! (A — &)
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102 El modelo colectivo.

AN t——% ]
g2(0) - U(m | 0) = — "¢ =y
La cantidad A viene dada por
1—
A= E/l(m | Q)wo(G)dﬁ-/gz(ﬂ)ﬂo(G | m)dé
1—¢ (8t)me ™" b°

T e / m!  T'(a)

[ GO s
[(a+m)

1 - at_ni b (b + t)a+m /9a+m—-1e—(b+t)9d9
e m!T{(a) T(a+m)
N e "

1—et™ & (b+t)**™ T(a+m) I'(a+m)
e m!T(a) P(a+m) (b+t)*t™ [b—’rt—-—ﬁ——}“m

6>t *df

(A—0)?
_l-etm b T(a+m)
13 m' P(a) [b—}— t— (Af\j;y]a-i-m

Recordemos que,

. Jogi(8)-m(6]m)de _ Aa+m)

T e g2(0) w0 | m)df — (b+t) (A — ) — Ao’

luego la cantidad Ag es

P

B L, l—etm & I'(a+m) AMa +m)
Ao = AP = c ml! F(a) [b_}. t— (Aia)z]a-lrm (b—}— t)()\ — Q)Z — o

Llevando todo esto a ( 3.70) resulta la siguiente expresidén a minimizar y

maximizar,
P, - P*+ P,(9)
S(0) = ,
( ) P+ Pa(&)
con
P =(1—¢)I'(a+m)b®, (3.71)
Ao atm
= SR :
Py(9) I'{a) {b t oo oz)i’} (3.72)
Py(6) = eT(a) [b+ R e =k (3.73)
’ L (A—a)? ’
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3.2 El modelo colectivo compuesto. 108

Q,: Unimodalidad.

Pl P*+f90+z ( )d9

, si 0,
Pit [T Py(0)d0 27

Py - P* + Py(60) .
P, + P3(6y)

con Py, P,(8) y P3(6) como en ( 3.71), ( 3.71) y ( 3.73) respectivamente.

z =0,

3.2.4 Principio de varianza.

Verdadera prima individual.

fyzif(z | 8)dz
Jeaf(z]0)dz”

El desarrollo del numerador es el siguiente:

P =

Mz n—1 —A:r —-9977,

/szf(x|0)d:v - / 22 (n—=1) =l 4z

)\'ngn -° n+l —dz
S ey )

A9re? T'(n+2) e ‘9n+1)
- ;n‘( -1t An+2 Z A(n —1)!

e~ n-o” o™
B n/\TXn:[(n—l)I + (n—l)!}
e~ 6% + 20

= 57 [0+ Def + 6] = —;

El denominador, que fue calculado antes, es,

/X:cf(x)dx = %

Luego,
A6 +20) 0+2

P=——%—"=73
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104 El modelo colectivo.

Prima a priori.

Jo (82)° 2ope-1edo

P/ _ A T{a)
Jo 52 T 6108

Jo (02 4+ 48 4+ 4) 6° e df
X [o(8 +2)8e-1etdl

1(a+1)a+ dab+ 4b*

hy ab + 282 '

Prima a posteriori.

l(a+m+1)(a+m)+4(a+m)(b+t)+4(b+t)2.

A (a +m)(b+1t)+2(b+1t)?

*

Q;: Todas las distribuciones.

De nuevo la solucién del problema pasa por calcular el minimo y el maximo

de
Ao+ g1 (0)I(m | 6)

T Axg@)i(m|0)’

s(0)
A=225 [im | Oyma()d8 - [ aa(O)mol6 | )

1 _sf(et)me_et b ea—le—béde

€ m!  T(a)
/ g + A (b + t>a+m 9a+m-—1e—(b+t)9d9
A [(a+m)

1—- Sé:n_ b* (b + t)a+m _1_ / 0a+m—le—(b+f)6d9
e mil(a) T(a+m) A

[[ometran 12 | gt 0497 g
1—et™ & (b-}—t)a‘LmiF(a—{—m) [la+m+1) 2F(a—%—m)
¢ miT(a) T(a+m) A(b+)*™™ | (b+¢)emH (b + t)etm

1—ct™ o 1 T(a+m)
e mlT(a)A(b+1)™H

[a+m+2(b+1)].
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3.2 FEl modelo colectivo compuesto. 105

P l(a+m+l)(a+m)+4(a+m)(b+t)+4(b+t)2
) (a+m)(b+1t)+2(b+1)?
6+ 2\ (Bt)me 1™ 1 _—
a1 (0)i(m | 8) = ( - ) = A2(9+2) 6
g A(G)me 1 I

Finalmente queda,

P, - P* + Py(6)

S(6) = P+ P3(0)
P =(1—-¢&)l(a+m)b*la+m-+2(b+1)], (3.74)
Py(6) = e(b + t)a+m+1r(a)§(o +9)26me (3.75)
Py(8) = e(b + t)* T (a) (0 + 2)0™e™%, (3.76)

Q,: Unimodalidad.
P, - P* + [o% Py(0)do
P+ [ Pa(6)de
Py - P* + Py(bo) .
Py + Ps(65)
con P, P,(8) v Ps(8) como en ( 3.74), (3.75) y ( 3.76) respectivamente.

si z#0,

z =0,

3.2.5 TIlustraciones numéricas.

Para todos los modelos propuestos se desarrollardn dos ejemplos numéricos
basados en datos extraidos del articulo de Freifelder (1974) en el primer
escenario vy de Lemaire y Zi (1994) en el segundo. Nosotros calcularemos
el intervalo de variacién de la prima a posteriori bajo nuestro modelo y
realizaremos un analisis comparativo con los resultados obtenidos por dichos
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106 El modelo colectivo.

autores. Los grados de contaminacion utilizados serén siempre los mismos,
con contaminaciones desde el 5% hasta el 35%. Por ultimo se incorporaran

graficos que ilustren los resultados obtenidos.

Escenario 1.

Consideraremos:

Constante de aversién al riesgo = o = 0.00004

Sinjestralidad esperada = —i— = 2857.14u.m.

Supondremos que el actuario, por experiencias anteriores, tiene certeza
que la tasa promedio de siniestros mas probable es del 3% (esto es, la moda de
la distribucién a priori es 6 = 0.03). Tomaremos mo(f) = T'(2,28) como
distribucién a priori de 6. Una eleccién de una funcién de estructura de

este tipo puede realizarse utilizando la relacién entre los pardmetros de una
a —

1
densidad gamma y su moda: 6o = . Para el cilculo de los parametros a y

b puede combinarse esta relacién con la proporcionada con algin conocimiento
a

acerca de la media del nimero de siniestros 7

El ntmero de perfodos de tiempo observados sera de 10, 50 y 100, que
proporcionan 1, 5 y 8 siniestros respectivamente.

Los rangos de variacién de P*, asi como el valor de P’ v P* para cada una
de las muestras y modelos de contaminacién y los de la sensibilidad relativa
(R.S.) se exponen en las siguientes tablas, que estan organizadas de la siguiente
manera:

Principio de prima neta: Tablas 3.21y 3.22. »

Principio de utilidad exponencial: Tablas 3.23, 3.24, 3.29 y 3.30.

Principio Esscher: Tablas 3.25 y 3.26.

Principio de varianza: Tablas 3.27 v 3.28.
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3.2 El modelo colectivo compuesto.
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Tabla 3.21: Intervalo de variacién de P*. Principio de prima neta. Modelo

colectivo compuesto. Contaminaciones con Q,. Escenario 1.

t=10

P’ =204.08

P* = 225.563

31

P

P*

sup

R.S.

0.05

220.057

243.364

5.10

0.10

214.436

261.709

10.4

0.15

208.686

280.682

16.0

0.20

202.792

300.381

21.6

0.25

196.735

320.922

27.5

0.30

190.494

342.445

33.6

0.35

184.044

365.118

40.1

t=50

P =204.08

P =256.410

£

P

P*

sup

R.S.

0.05

251.338

267.502

3.10

0.10

246.341

278.335

6.20

0.15

241.395

288.992

9.20

0.20

236.473

299.551

12.3

0.25

231.552

310.088

15.3

0.30

226.605

320.679

18.3

0.35

221.603

331.406

214

t=100

P'=204.08

P =223.214

£

P

P*

sup

R.S.

0.05

218.619

229.897

2.50

0.10

214.194

236.387

5.00

0.15

209.901

242.739

7.30

0.20

205.709

249.007

9.70

0.25

201.587

255.238

12.0

0.30

197.506

261.482

14.3

0.35

193.438

267.789

16.6
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El modelo colectivo.

Tabla 3.22: Intervalo de variacién de P~ Principio de prima neta. Modelo

colectivo compuesto. Contaminaciones con Q,. Escenario 1.

t=10

P’ =204.08

P =225.563

3

*
inf

Px

sup

R.S.

0.05

220.129

237.132

3.70

0.10

214.625

248.937

7.60

0.15

209.050

261.004

11.5

0.20

203.404

273.366

15.5

0.25

197.685

286.055

19.5

0.30

191.891

299.113

23.7

0.35

186.021

312.586

28.0

=50

P’ =204.08

P* =256.410

%
inf

P*

sup

R.S.

0.05

252.071

260.960

1.70

0.10

247.693

265.423

3.40

0.15

243.262

269.810

5.10

0.20

238.762

274.131

6.90

0.25

234.174

278.396

8.60

0.30

229.479

282.615

10.3

0.35

224.652

286.798

12.1

t=100

P'=204.08

P =223214

inf

P*

sup

R.S.

0.05

219.378

225.162

1.30

0.10

215.567

227.063

2.50

0.15

211.766

228.922

3.80

0.20

207.959

230.745

5.10

0.25

204.129

232.535

6.30

0.30

200.257

234.296

7.60

0.35

193.323

236.034

9.50
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3.2 El modelo colectivo compuesto.
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Tabla 3.23: Intervalo de variacién de P*. Principio de utilidad exponencial.

Modelo colectivo compuesto. Contaminaciones con Q5. Escenario 1.

t=10

P’ =1230.940

P =255.101

P

P*

sup

R.S.

0.05

248.885

275.401

5.20

0.10

242.539

296.316

10.5

0.15

236.047

317.944

16.0

0.20

229.391

340.395

21.7

0.25

222.551

363.801

27.6

0.30

215.503

388.321

33.8

0.35

208.216

414.146

40.3

t=50

P’ =230.940

P =289.734

P

P*

sup

R.S.

0.05

284.005

302.290

3.10

0.10

278.360

314.551

6.20

0.15

272.773

326.611

9.30

0.20

267.213

338.560

12.3

0.25

261.654

350.482

15.3

0.30

256.065

362.465

18.3

0.35

250.414

374.600

21.4

t=100

P’ =230.940

P =252.143

P

P*

sup

R.S.

0.05

246.953

259.697

2.50

0.10

241.956

267.031

5.00

0.15

237.108

274.210

7.30

0.20

232.373

281.293

9.70

0.25

227.718

288.336

12.0

0.30

223.109

295.392

14.3

0.35

218.514

302.518

16.6
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El modelo colectivo.

Tabla 3.24: Intervalo de variacién de P*. Principio de utilidad exponencial.
Modelo colectivo compuesto. Contaminaciones con Q. Escenario 1.

t=10

P"=230.940

P =255.101

E 3
inf

P*

sup

R.S.

0.05

248.963

268.304

3.80

0.10

242.745

281.772

7.60

0.15

236.445

295.538

11.5

0.20

230.063

309.637

15.6

0.25

223.596

324.108

19.7

0.30

217.043

338.996

24.0

0.35

210.403

354.355

28.2

t=50

P’ =230.940

P =289.734

*
inf

P*

sup

R.S.

0.05

284.836

294.888

1.70

0.10

279.892

299.942

3.40

0.15

274.889

304.910

5.10

0.20

269.807

309.802

7.00

0.25

264.626

314.631

8.60

0.30

259.323

319.408

10.3

0.35

253.872

324.143

12.1

t=100

P =230.940

P~ =252.143

*
Pinf

P*

sup

R.S.

0.05

247.812

254.345

1.30

0.10

243.510

256.494

2.50

0.15

239.218

258.597

3.30

0.20

234.920

260.657

5.10

0.25

230.595

262.681

6.30

0.30

226.223

264.673

7.60

0.35 |

221.781

266.637

8.90
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3.2 El modelo colectivo compuesto. 111

Tabla 3.25: Intervalo de variacién de P*. Principio Esscher. Modelo colectivo

compuesto. Contaminaciones con Q7. Escenario 1.

t=10

P'=261.500

P =288.635

P

P*

sup

R.S.

0.05

281.618

311.845

5.20

0.10

274.453

335.754

10.6

0.15

267.123

360.471

16.1

0.20

259.607

386.122

22.0

0.25

251.881

412.858

27.8

.0.30

243.919

440.860

34.1

0.35

235.687

470.346

40.6

=50

P’ =261.500

Pr = 327.460

P

P*

sup

R.S.

0.05

320.987

341.682

3.10

0.10

314.610

355.568

6.20

0.15

308.297

369.225

9.30

0.20

302.015

382.754

12.3

0.25

295.734

396.251

15.3

0.30

289.420

409.815

18.3

0.35

283.035

423.551

21.4

t=100

P = 261.500

P = 284.858

Py

P*

sup

R.S.

0.05

278.997

293.398

2.50

0.10

273.352

301.689

5.00

0.15

267.8T7

309.805

7.30

0.20

262.529

317.812

9.70

0.25

257.271

325.772

12.0

0.30

252.065

333.748

14.3

0.35

246.875

341.803

16.6
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El modelo colectivo.

Tabla 3.26: Intervalo de variacién de P*. Principio Esscher. Modelo colectivo

compuesto. Contaminaciones con Qa. Escenario 1.

t=10

P’ =261.50

P* = 288.635

£

*
inf

P*

sup

R.S.

0.05

281.701

303.743

3.80

0.10

274.674

319.153

7.70

0.15

267.554

334.900

11.6

0.20

260.337

351.024

15.7

0.25

253.023

367.569

19.8

0.30

245.609

384.589

24.0

0.35

238.093

402.142

28.4

t=>50

P’=261.50

P* = 327.460

g

*
inf

P*

sup

R.S.

0.05

321.929

333.302

1.70

0.10

316.347

339.030

3.40

0.15

310.697

344.660

5.10

0.20

304.957

350.204

7.00

0.25

299.106

355.675

8.60

0.30

293.117

361.087

10.3

0.35

286.960

366.451

12.1

t=100

P =261.50

P* =284.858

€

*
inf

P*

sup

R.S.

0.05

279.969

287.349

1.30

0.10

275.111

289.780

2.50

0.15

270.267

292.158

3.80

0.20

265.413

294.488

5.10

0.25

260.530

296.777

6.30

0.30

255.593

299.030

7.60

0.35

250.576

301.251

8.90
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Tabla 3.27: Intervalo de variacién de P~.

Principio de varianza.

colectivo compuesto. Contaminaciones con Q1. Escenario 1.

t=10

P’ = 5921.880

P* = 5942.700

£

E3
inf

P*

sup

R.S.

0.05

5932.70

5961.85

0.5

0.10

5931.58

5981.55

0.8

0.15

5925.83

6001.90

1.2

0.20

5919.93

6022.99

1.7

0.25

5913.86

6044.94

2.2

0.30

5907.60

6067.91

2.7

0.35

5901.13

6092.07

3.2

t=>50

P’ = 5921.880

P* =5972.260

€

*
inf

P*

sup

R.S.

0.05

5967.17

5983.57

0.2

0.10

5962.15

5994.60

0.5

0.15

5957.19

6005.44

0.8

0.20

5952.25

6016.18

1.0

0.25

5947.30

6026.88

1.3

0.30

5942.34

6037.63

1.6

0.35

5937.31

6048.52

1.8

t=100

P’ = 5921.880

P* =5938.330

3

*
inf

P*

sup

R.S.

0.05

5933.73

5945.07

0.2

0.10

5929.29

5951.61

0.3

0.15

5924.99

5958.01

0.5

0.20

5920.79

5964.32

0.7

0.25

5916.66

5970.60

1.0

0.30

5912.57

5976.88

I.1

0.35

5908.49

5983.23

1.2

Modelo
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El modelo colectivo.

Tabla 3.28: Intervalo de variacién de P*.

Principio de varianza.

colectivo compuesto. Contaminaciones con Q. Escenario 1.

t=10

P’ =5921.880

P~ =5942.700

£

*
inf

P*

sup

R.S.

0.05

5937.25

5955.19

0.3

0.10

5931.72

5967.93

0.6

0.15

5926.11

5980.92

1.0

0.20

5920.42

5994.21

1.2

0.25

5914.64

6007.84

1.5

0.30

5908.77

6021.84

2.0

0.35

5902.82

6036.26

2.2

t=50

P’ =5921.880

P~ =5972.260

£

*®
inf

P*

sup

R.S.

0.05

5967.92

5976.92

0.1

0.10

5963.54

5981.48

0.3

0.15

5959.10

5985.96

0.4

0.20

5954.60

5990.38

0.6

0.25

5950.00

5994.73

0.7

0.30

5945.30

5999.03

0.9

0.35

5940.46

6003.30

1.0

t=100

P’ =5921.880

P~ =5938.330

[

*
inf

P*

sup

R.S.

0.05

5934.50

5940.30

0.0

0.10

5930.69

5942.22

0.2

0.15

5926.89

5944.10

0.3

0.20

5923.08

5945.94

0.4

0.25

5919.25

5947.75

0.5

0.30

5915.37

5949.53

0.6

0.35

5911.43

5951.28

0.7
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Tabla 3.29: Intervalo de variacién de P*. Principio de utilidad exponencial.

Modelo colectivo compuesto.

Escenario 1.

c ) o P* . Pl | RS.
0.05 | 0.00030 | 0.00004 | 345.500 | 338.676 | 360.486 | 3.1
0.00035 | 0.00003 | 280.617 | 275.067 | 292.772 | 3.1
0.00035 | 0.00002 | 272.056 | 266.675 | 283.834 | 3.1
0.00035 | 0.00004 | 289.735 | 284.005 | 302.290 3.1
0.00042 | 0.00004 | 236.327 | 231.653 | 246.564 | 3.1

0.10 | 0.00030 | 0.00004 | 345.509 | 331.945 | 375.111 6.2
0.00035 | 0.00003 | 280.617 | 269.600 | 304.641 6.2
0.00035 | 0.00002 | 272.056 | 261.374 | 295.337 | 6.2
0.00035 | 0.00004 | 289.735 | 278.361 | 314,551 | 6.2
0.00042 | 0.00004 | 236.327 | 227.049 | 256.562 6.2

Contaminaciones con Q; y distintos A y a.

Tabla 3.30: Intervalo de variacién de P*. Principio de utilidad exponencial.

Modelo colectivo compuesto.

Escenario 1.

c ) o P~ Pr Pl | RS-
0.05 | 0.00030 | 0.00004 | 345.509 | 339.667 | 351.657 1.7
0.00035 | 0.00003 | 280.617 | 275.871 | 285.605 1.7
0.00035 | 0.00002 | 272.056 | 267.454 | 276.889 1.7
0.00035 | 0.00004 | 289.735 | 284.836 | 294.888 1.7
0.00042 | 0.00004 | 236.327 | 232.330 | 240.528 1.7

0.10 | 0.00030 | 0.00004 | 345.509 | 333.773 | 357.686 3.4
0.00035 | 0.00003 | 280.617 | 271.083 | 290.498 | 3.4
0.00035 | 0.00002 | 272.056 | 262.811 | 281.629 3.4
0.00035 | 0.00004 | 289.735 | 279.893 | 209.943 3.4
0.00042 | 0.00004 | 236.327 | 228.298 | 244.649 3.4

Contaminaciones con @, y distintos A y c..
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En la grafica 3.6 se representan los R.S. obtenidos frente al grado de
contaminacién para los cuatro principios de calculo de primas en el modelo de

unimodalidad y ¢ = 10.

30
25k Neta:o -
Exponencial:x
Esscher:+ /
< 20+ Varianza:* P |
2 )
=
o
o
ERR |
S
5
v 101 )
5 ] -
P RS S ‘
0 0.05 0.1 0.15 02 055 53 =

Grado de Contaminacion

Figura 3.6: Gréafica de los R.S. para los cuatro principios de célculo de primas

en el escenario 1.

Algunas representaciones de la funcion R(6) pueden verse en las figuras
3.7, 3.8, 3.9y 3.10. En todas ellas se observa el infimo y el supremo de la
prima a posteriori.

La figura 3.7 corresponde al caso t = 10 y € = 0.05 para el principio de
prima neta (trazo continuo) y el de utilidad exponencial (trazo discontinuo).

La figura 3.8 corresponde al principio de prima neta para = 10 y los
grados de contaminacién del 5% (trazo continuo) y del 10% (trazo discontinuo).

La figura 3.9 corresponde al principio de utilidad exponencial para
o = 0.00002 (trazo continuo), & = 0.00004 (trazo discontinuo) y ¢ = 50.

La figura 3.10 corresponde al principio de utilidad exponencial para
X = 0.00042 (trazo continuo), A = 0.00035 (trazo discontinuo) y ¢ = 50.

La figura 3.11 representa la densidad a priori y a posteriori de 8: I'(2,28)
y T(7,78) (en trazo discontinuo). Aqui se aprecia bastante bien como las
impresiones del actuario acerca de ¢ varian al tomar la muestra , pasandose

de una moda de 0.035 a una moda de 0.077.
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Figura 3.7: Gréfica de R(6) en el modelo de contaminaciones con todas las
distribuciones. Comparacién entre el principio de prima neta y de utilidad

exponencial.

Resulta de interés hacer los siguientes comentarios:

1. En el modelo de contaminaciones con todas las distribuciones los rangos
de variacién de la prima a posteriori son relativamente grandes, como
cabia esperar en una situacién de vago conocimiento por parte del
actuario acerca de la distribucién a priori del parametro 0.

2. En el segundo caso de contaminaciones unimodales los rangos de
variacién disminuyen de forma considerable, pero se manifiesta también
cierta falta de robustez. Ademés en ambos modelos se observa que
a medida que aumenta el tamano muestral los rangos disminuyen
considerablemente. En todo caso, tanto en el modelo anterior como en

este, el actuario habré de tarificar la péliza con mucha cautela.

3. A la vista de las tablas 3.29 y 3.30 (el tamano muestral es de t = 50),
podemos concluir que cuanto més adversa es al riesgo la compafifa
(cuanto mayor es ) més conservadora es la prima a posteriori, y mayor
el rango de variacién de ésta, mientras que cuanto mayor es A, es decir,
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Figura 3.8: Gréafica de R(6) en el modelo de contaminaciones con todas las
distribuciones. Principio de prima neta para los grados de contaminacion del

5% v del 10%.

cuanto menor es la cantidad media de indemnizacién por siniestro, menor

es la prima a posteriorl y menor es el rango de variacién de ésta.

4. Se observa que la sensibilidad relativa (R.S.) es practicamente la misma

para los distintos principios de célculo de prima y el mismo modelo
de contaminacién. Asi, por ejemplo, para el modelo de todas las
distribuciones y para una contaminacion del 5% R.S. es 5.1 para el
principio de prima neta, 5.2 para el principio exponencial y 5.2 para
el principio Esscher. De forma similar ocurre para el modelo de
unimodalidad, los R.S. son ahora 3.7,3.8 ¥ 3.8 para el principio de prima

neta, exponencial y Esscher respectivamente.

Resulta ilustrativo, como se observa en las tablas 3.29 y 3.30 que el
R.S. es igual para los distintos A y o considerados. Esta situacién era

de esperar pues el R.5. sélo varia en funcién de la clase considerada (y
dentro de la clase de las e-contaminaciones para los distintos grados de

contaminacién).
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Figura 3.9: Gréfica de R(f) en funcién de a. Principio de utilidad exponencial.

5. El modelo colectivo compuesto es significativamente més robusto que el
colectivo no compuesto. En este modelo al igual que en el no compuesto
la incorporacién de unimodalidad como propiedad a la tasa media de
reclamaciones es bastante aconsejable. El principio de varianza es el mas
robusto si bien tiende a cargar cantidades significativamente mayores que
las demas. Ya se comenté en el capitulo 1 que este principio incorpora
también el recargo de seguridad que debe llevar la prima para atender a

las desviaciones aleatorias de la siniestralidad.
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Figura 3.10: Gréfica de

exponencial.

R(f) en funcién de A. Principio de utilidad

14

0.35 0.4 0.45 0.5

Figura 3.11: Distribucién a priori y a posteriori de 6.
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2.2 El modelo colectivo compuesto. 121

Escenario 2.

Los datos de este segundo ejemplo se han tomado del articulo de Lemaire y Zi
(1994) y fueron divididos por 103 para hacerlos més asequibles.

Se considerara:

Constante de aversién al riesgo = o = 0.00002.

Siniestralidad esperada = + = 3u.m.

Moda de la distribucién a priori 8 = 0.05 (el actuario tiene certeza, por
experiencias anteriores, que la tasa promedio de siniestros mas frecuente es del
5%). Tomaremos ahora mo(f) = I'(2,20) como distribucién a priori de 6.

Se elegirdn muestras de tamafio 5 y 50 afios, para las que se han observado 1
y 4 siniestros. Los resultados obtenidos en este segundo ejemplo se recogen en
las tablas de las siguientes paginas, organizadas de la siguiente manera:

Principio de prima neta: Tabla 3.31.

Principio exponencial: Tabla 3.32.

Principio Esscher: Tabla 3.33.

Principio de varianza: Tabla 3.34.
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Tabla 3.31: Intervalo de variacién de P~. Principio de prima neta. Modelo

colectivo compuesto. Escenario 2.

Todas las distribuciones.
€ P* Plip R.S.

=5 0.05 0.35!;:317 0.406272 | 7.50
0.10 | 0.343634 | 0.453295 | 15.2
P’ =0.300 | 0.15 | 0.335126 | 0.501280 | 23.0
0.20 | 0.326368 | 0.550466 | 31.0
P* =0.360 | 0.25 | 0.317329 | 0.601129 | 39.4
0.30 | 0.307973 | 0.653592 | 48.0

0.35 | 0.298256 | 0.708240 57.0
c P> PiL, | R.S.

t=50 0.05 0.251841192 0.264211 | 2.60
0.10 | 0.244000 | 0.271343 | 5.30
P’ =0.300 | 0.15 | 0.237634 | 0.278573 | 7.90
0.20 | 0.231360 | 0.285938 | 10.6
P* =0.257 | 0.25 | 0.225147 | 0.293481 | 13.2
0.30 | 0.218964 | 0.301249 | 16.0

0.35 | 0.212777 | 0.309298 | 18.7

Unimodalidad.
€ P, Plap R.S.
t=5 0.05 | 0.351917 | 0.391080 5.40

0.10 | 0.343637 | 0.422403 | 10.9
P'=0.300 | 0.15 | 0.335150 | 0.454036 | 16.5
0.20 | 0.326450 | 0.486052 | 22.1
P* =0360 | 0.25 | 0.317529 | 0.518532 | 28.0
0.30 | 0.308377 | 0.551565 | 33.7
0.35 | 0.298986 | 0.585255 | 39.7

< PX, P:. | RS.
t=50 0.05 | 0.250492 | 0.260000 | 1.80

0.10 | 0.244008 | 0.262843 | 3.60
P’ =0.300 | 0.15 | 0.237685 | 0.265679 | 5.40
0.20 | 0.231517 | 0.268514 | 7.20
P* =0.257 | 0.25 | 0.225498 | 0.271351 | 9.00
0.30 | 0.219623 | 0.274199 | 10.6
0.35 | 0.213886 | 0.277063 | 12.2
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Tabla 3.32: Intervalo de variacién de P*. Principio de utilidad exponencial.

Modelo colectivo compuesto. Escenario 2.

Todas las distribuciones.

€ ¢ Plup R.S.

t=5 0.05 | 0.351939 | 0.406298 7.50

0.10 | 0.343655 | 0.453324 15.2

P! =0.259 0.15 | 0.335147 | 0.501312 23.0

0.20 | 0.326388 | 0.550501 | 31.1

P* =0.360 | 0.25 | 0.317349 0.601168 | 39.4

0.30 | 0.307992 | 0.653634 48.0

0.35 | 0.298274 | 0.708286 57.0

€ o Plup R.S.

t=50 0.05 | 0.250507 | 0.264227 | 2.60

0.10 | 0.244015 | 0.271359 5.30

P’ = 0.299 0.15 | 0.237648 | 0.278590 | 8.00

0.20 | 0.231374 | 0.285956 | 10.6

P* = 0.257 0.25 0.225161 0.293499 13.3

0.30 | 0.218978 | 0.301268 16.0

0.35 0.21279 0.309317 | 18.7
Unimodalidad.

e vt Pho R.S.

t=5 0.05 | 0.351939 | 0.391104 5.40

0.10 | 0.343658 | 0.422430 11.0

P! =0.299 0.15 | 0.335171 | 0.454065 16.5

0.20 | 0.326470 | 0.486083 | 22.1

P* = 0.360 0.25 0.317548 0.518565 28.0

0.30 | 0.308296 | 0.551601 33.7

0.35 | 0.299005 | 0.585292 39.7

€ P, Pl R.S.

t=>50 0.05 0.250507 | 0.260015 1.80

0.10 0.244023 0.262859 3.60

P =0299 | 0.15 | 0.237700 | 0.265695 | 5.40

0.20 | 0.231531 | 0.268530 7.20

P* =0.257 | 0.25 | 0.225511 0.271368 8.90

0.30 | 0.219636 | 0.274216 10.6

0.35 0.213899 0.27708 12.2
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Tabla 3.33: Intervalo de variacién de P~ Principio Esscher. Modelo colectivo

compuesto. Escenario 2.

Todas las distribuciones.
r € g Plip R.S.
t=5 0.05 | 0.351960 | 0.406323 7.50
0.10 | 0.343676 0.453352 15.2
P! = 0.300 0.15 | 0.335167 | 0.501344 23.0
0.20 | 0.326408 | 0.350537 31.1
P* =0.360 | 0.25 0.317368 | 0.601207 39.4
0.30 | 0.308011 0.653677 | 48.0
0.35 | 0.298293 | 0.708332 57.0

c Pl P, | RS
t=50 0.05 | 0.250522 | 0.264243 | 2.60
0.10 | 0.244030 | 0.271375 | 5.30
P’ =0.300 [ 0.15 | 0.237662 0.278606 | 8.00
0.20 | 0.231388 | 0.285973 10.6
P* =0.257 | 0.25 | 0.22517% 0.293517 | 13.2
030 | 0.218991 | 0.301286 | 16.0

0.35 | 0.212803 | 0.309336 | 18.7

Unimodalidad.
ﬂ < . Pl., | RS
t=5 0.05 | 0.351961 | 0.391128 | 5.40

0.10 | 0.343679 | 0.422456 | 11.0
p' = 0.300 0.15 | 0.335191 | 0.454094 | 16.5
0.20 | 0.326490 | 0.486114 | 22.1
P* =0.360 | 0.25 | 0.317568 0.518598 | 28.0
0.30 | 0.308415 | 0.551636 | 33.7
0.35 | 0.299023 | 0.585330 | 40.0

c P Pr. | RS,
t=50 0.05 | 0.250522 | 0.260031 | 1.80

0.10 | 0.244038 | 0.262875 | 3.60
P’ =0.300 { 0.15 | 0.237714 0.265711 | 5.40
0.20 | 0.231545 | 0.268546 | 7.20
P* = 0.257 | 0.25 | 0.225525 | 0.271384 9.00
0.30 | 0.219649 | 0.274232 | 10.6
0.35 | 0.213912 | 0.277097 | 12.2
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Tabla 3.34: Intervalo de variacién de P~. Principio de varianza.

colectivo compuesto. Escenario 2.

Todas las distribuciones.

€ g Plp R.S.

t=5 0.05 | 6.35871 | 6.42057 1.0

0.10 | 6.35041 6.47493 2.0

P! =6.307 | 0.15 | 6.34189 6.53013 3.0

0.20 | 6.33311 6.58643 4.0

P* =6.366 | 0.25 | 6.32404 6.64417 5.0

0.30 | 6.31464 | 6.70369 6.1

0.35 | 6.30487 | 6.76544 7.2

€ X ¢ Plip R.S.

t=50 0.05 | 6.25225 | 6.26605 0.2

0.10 6.24575 6.27327 0.4

P! = 6.307 0.15 | 6.23938 | 6.28058 0.6

0.20 | 6.23309 | 6.28803 0.8

pP* —6.258 | 0.25 | 6.22686 | 6.29566 1.0

0.30 | 6.22066 | 6.30352 1.3

0.35 | 6.21445 6.3166 1.5
Unimodalidad.

€ ¢ Php R.S.

t=5 0.05 | 6.35871 6.40305 0.7

0.10 | 6.35042 | 6.43941 1.4

P’ =6.307 0.15 | 6.34189 | 6.47596 2.1

0.20 | 6.33312 | 6.51278 2.8

P* =6.366 | 0.25 | 6.32411 6.54996 3.5

0.30 | 6.31484 | 6.58761 4.2

0.35 | 6.30530 | 6.62583 5.0

€ P, Pl R.S.

t=50 0.05 | 6.25225 | 6.26179 0.1

0.10 | 6.24575 | 6.26466 0.3

P! =6.307 | 0.15 | 6.23940 6.26752 0.4

0.20 | 6.23320 | 6.27355 0.6

P* =6.258 | 0.25 6.22713 | 6.27355 0.7

0.30 | 6.22119 6.27613 0.8

0.35 | 6.21539 | 6.27902 1.0

Modelo
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De nuevo representamos para este escenario los valores de R.S. frente al
grado de contaminacién para los cuatro princpios de célculo de primas con

contaminaciones unimodales y ¢ = 10.

40
35} Netazo

Exponencial:x
Esschor:+
WVarianza:*

30~

25

20}

15

Sensibifidad Relativa

10+

st

[0 G v

Grado do Contaminacion

Figura 3.12: Gréfica de los R.S. para los cuatro principios de célculo de primas

en el escenario 2.

Podemos observar como las conclusiones obtenidas en el escenario 1 son
vélidas para este escenario, sin més que comparar los R.5. La tabla 3.3
resume los valores extremos de R.S. observados, que estdn asociados a los
casos extremos de contaminacién considerados, 5% v 35% respectivamente.

Por dltimo, la grafica 3.13 representa S(8), y por tanto expone el infimo
y el supremo de P* para ol caso de contaminaciones del 5% v del 10% (en trazo
discontinuo) en el modelo con todas las distribuciones y el principio Esscher

con ¢t = 50.
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Tabla 3.35: Intervalo de variacién de los R.5. para los distintos principios,
muestras vy clase contaminante en el modelo colectivo compuesto.

Ql . Utihdad .
. Essch V:
Escenario 1 Prima Neta Exponencial sscher ananza
R.S. 5.1-40.1 5.2-40.3 5.2-40.6 0.5-3.2
(t = 10)
R.S. 3.1-21.4 3.1-214 3.1-21.4 0.2-1.8
(t = 50)
R.S.
2.5-16.6 2.5-16.6 2.5-16.6 0.2-1.2
(t = 100) 1
Q2 . Prima Neta Ut:hdad‘ Esscher | Varianza
Escenario 1 Exponencial
R.S.
72, 3.8-28. .8-28. 3-2.
(t=10) 3 8 8-28.2 3.8-28.4 0.3-2.2
R.S.
1.7-12.1 1.7-12.1 7-12.1 0.1-1.0
(t= 50) 1 1 0 1-1
R.S.
(t - 100) 1.3-9.5 1.3-8.¢ 1.3-8.9 0.0-0.7
Utili
& . Prima Neta “ da.d. Esscher | Varianza
Escenario 2 Exponencial
R.S.
7.5-57. .5-57. .5-57. 0-7.
(t=5) 5-57.0 7.5-57.0 7.5-57.0 1.0-72
(tIi:SS'O) 2.6-18.7 2.6-18.7 2.6-18.7 0.2-1.5
Ol
< . Prima Neta tlhda.d. Esscher Varianza
Escenario 2 Exponencial
(tR_Ss) 5.4-39.7 5.4-39.7 5.4-40.0 0.7-5.0
R.S.
(t = 50) 1.8-12.2 1.8-12.2 1.812.2 0.1-.1.0
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Figura 3.13: Gréfica de S(9)

distribuciones. Principio Esscher

del 10%.
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Capitulo 4

El modelo jerarquico.

4.1 Introduccidn.

Hasta ahora nos hemos limitado a estudiar el problema de tarificacién en el
modelo colectivo de la teoria del riesgo, esto es, aquel en el que interviene como
un todo la colectividad de los asegurados. En este capitulo nos ocuparemos
del modelo individual o jerarquico, que se fija en el riesgo correspondiente a
cada péliza o asegurado dentro de la cartera o colectivo de asegurados. En
este caso la cartera se considera dividida en p pélizas, p € N, a su vez, cada
una de las cuales puede estar dividida en r pélizas, r € N, etc.

El modelo jerdrquico constituye una generalizacién del modelo de
Bihlmann-Straub, que puede verse en Goodvaerts y Hogstad (1987) y en Pons
(1991). Se supone que cada cartera puede estar dividida en un cierto numero
de subcarteras, cada una de ellas caracterizada por un parametro de riesgo
desconocido que describe como difiere una subcartera de las otras. El maés
general de todos es el modelo jerdrquico de multiples niveles. El esquema para

dos niveles (dos subcarteras) es el siguiente:

p=1 p=2
0, 0,
611 b2 - 01 022
111 Z12r e To1r  Ta221
Z112 ZLiz22 .- Zo12  Ta222

129
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130 El modelo jerdrquico.

En la préctica 6;; representa las caracteristicas del asegurado j dentro de
la subcartera ¢ y ; puede representar, por ejemplo, la zona geogréfica i-ésima.
Podemos situarnos en el marco de los seguros de automéviles en Espafial,
donde se tarifica un vehiculo en funcién de la zona geografica espafiola donde
se circula habitualmente. Asi, determinadas regiones espafiolas tienen una
siniestralidad mayor que otras, debido sobre todo a sus condiciones geograficas,
climatolégicas, nimero de vehiculos que componen el parque automovilistico,
etc.

Espaifia est4 dividida en tres zonas diferentes (A,B y C) segin el riesgo
que se le supone a cada una de ellas. Por nombrar algunas provincias digamos
que en la zona A estan Asturias, Giptizcoa, Las Palmas, Tenerife, Vizcaya, etc;
en la zona B, Alicante, Barcelona, Madrid, Méalaga, Sevilla, etc; ¥ pof ultimo
en la zona C, Albacete, Almeria, Granada, Soria, Teruel, etc.

La zona A se considera de siniestralidad alta, la zona B de siniestralidad
media, y la zona C de siniestralidad baja.

Por lo que se refiere a las caracteristicas individuales de los conductores
asegurados podemos mencionar el sexo, la edad, estado civil, antigiiedad de
posesién del carnet de conducir, ndmero de veces que preciso examinarse para
la obtencién del mismo, etc.

El objetivo del modelo vuelve a ser encontrar los estimadores de
credibilidad para las primas de riesgo individuales, es decir las primas a cobrar

para cada en cada uno de los contratos.

El mas sencillo de los modelos jerarquicos es el denominado por Klugman
One-way, que se corresponde con el modelo clasico de Buhlmann-Straub
y que sera objeto de estudio en esta memoria, ver tabla 1.4. Aunque
insistamos, recordemos que una cartera consiste en pélizas o contratos mas
o menos similares, aunque nunca completamente idénticas. En la teoria
actuarial moderna es costumbre pensar en un parametro de riesgo, notado
6;, que describe totalmente las caracteristicas del riesgo j, 7 = 1,2,...,k en el
periodo s, s = 1,2,...,%. Intuitivamente uno asume que las diferencias entre
los contratos v periodos son causadas por parametros diferentes 011,612, -, Ors.

Sin embargo en la mayoria de los modelos de la T.C. se supone que

1El Ramo de Automéviles es el mas importante después del seguro de vida habiendo
tenido una evolucién de 600398 primas emitidas en 1990 a 804843 en 1993.
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los ;, son homogéneos en el tiempo, ie. los pardmetros de riesgo para un
contrato fijo no cambian con el mismo; luego desaparecen los subindices s,
en los pardmetros de riesgo, ¥ escribimos 8;,8,, ..., 0. Como es obvio, en la
mayorfa de las situaciones estos parametros son desconocidos o inobservables,
constituyendo uno de los objetivos de la T.C. el estimarlos para obtener las

primas de credibilidad.
De ahora en adelante estos pardmetros seran considerados como variables

aleatorias. Interpretaremos z;s como la tasa promedio de siniestros o numero
medio de siniestros del contrato j en el perfodo s, aunque en otras ocasiones

también se consideran coste medio total reclamado.
Es obvio que este modelo es més realista que los tratados hasta este

momento pero presenta el inconveniente de su gran complejidad matematica.
El modelo jerdrquico general consta de Jos siguientes estados:

- Primer estado:

f(z]6,F) (4.1)
- Segundo estado:

716 | p, G) (4.2)
- Tercer estado:

71'2(#, F7 G)

El primer estado indica que los datos dependen de los pardmetros de
interés 8 v algin otro parametro F. El segundo estado indica cémo varian los
parametros adicionales desconocidos ¢ y G. Finalmente se incorpora un tercer
estado donde se considera una distribucién conjunta de los parametros.

El interés del modelo es averiguar la media y varianza a posteriori dada
la observacién muestral @ para lo que se precisa de la, distribucién a posteriori
de 6, y que es (ver Klugman (1992), capitulo 6),

7(0 | x) =///7r1(6 |z, pu, F,G)my(p, F, G | z)dpdFdG,

donde
(0 ® _ =] 9, F)ry(0 | 1, G)
(82 B ) = T, Fym (0] 1, G)do”
7 x) = mo(p, F, G) [ fl=z | 8, FYx1(0 | p, G)db
(i B G 12 = TG (6, (0 |, G)malis F,G)dpdFdG”
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132 El modelo jerdrquico.

siendo m (0 | p,G) la distribucién a priori de 8 (elegida por el actuario),
mo(p, F, G) la distribucién conjunta de los parametros implicados y w1(6 |
e, 0, F,G)y mp, F,G | ) las distribuciones a posteriori dados los datos.

De gran interés son la media v la varianza a posteriori de los elementos
de 8 = (61,05, ...,05). Si0; es uno de esos elementos, la media y varlanza a

posteriori de 6; pueden obtenerse a partir de,

E(6; | z) = /em(e | 2)db,
B | z) = /9%(9 | 2)df.

Es obvio que el calculo de estas integrales -miltiples- puede resultar

complejo, de ahi que generalmente se 1mpongan restricciones al modelo general

para hacer el asunto més tratable, trabajandose, en el escenario bayeslano, con

el modelo jerdrquico normal.

4.2 El modelo jerarquico normal.

En este modelo suponemos las distribuciones en (41) v ( 4.2) normales
multivariantes. A primera vista parece inapropiado considear una distribucién
continua para la variable aleatoria ntmero de siniestros; se utilizan con mas
frecuencia la distribucién de Poisson ¥y binomial negativa. Ademas para los
costes totales la distribucién es raramente simétrica o con nimeros negativos.

Sin embargo hay tres argumentos para suponer normalidad:

a) El analisis se hace frecuentemente con indemnizaciones medias ¥
0o con indemnizaciones totales (o con ndmero medio de siniestros y no con
siniestros).

b) Es facil trabajar con la distribucién normal.

c) Podria darse el caso en que nuestro modelo incluya observaciones

dependientes. El modelo normal multivariante es uno de los pocos en que €s

f4cilmente tratable la dependencia.

El mas sencillo de los modelo jerdrquicos como dijimos antes es el

denominado por Klugman One-way, que se corresponde en su Version clasica
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138

grupos. Sea i

con el modelo de Buhlmann-Strauby que puede verse en Goodvaerts y Hogstad
(1987). Para un seguimiento més clarificador el lector puede ver de nuevo
la tabla 1.4. El modelo desarrollado por Klugman consta de los sigulentes

estados.

El primer estado consiste de ¢ observaciones para cada uno de los k
la j-ésima observacion del grupo i-ésimo. Entonces:

- Primer estado:
:cz-j/&-,az ~ N(ei,UZ/Pij), 1= 1,2,...]€, ] = l,?.,...,t,

P;; son valores conocidos que en la practica suele representar el niimero

de siniestros, aunque también son v4lidas otras representaciones. Se

supone varianza constante, o2, por simplicidad.

- Segundo estado:

0/, 7> ~ N(g, ), =12,k

donde 61,83, ...0 son independientes dados u ¥ 72

- Tercer estado:

7‘—2(:“7 02) 7—2)'

La metodologia bayesiana que nosotros adoptaremos en esta memoria
diferiré sustancialmente de la adoptada por Klugman, y esto lo haremos asi

por dos razones:

1. Los resultados tedricos sobre robustez en modelos jerdrquicos como ya
dijimos en el capitulo 3 son pocos, ¥ ninguno de ellos apunta en la linea de
trabajo desarrollada por Klugman. En concreto para realizar el analisis

de robustez seguiremos el trabajo de Cano (1993).

9. El modelo elaborado por nosotros €s mas sendillo de aplicar, en el sentido
de que sélo se precisaran calcular integrales numéricas sobre 72, mientras
que en el modelo de Klugman es necesario elaborar complejas integrales
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134 El modelo jerarquico.

multiples. En este sentido se pronuncia Berger (1985), quien ademas
apunta la ventaja de no precisarse de la manipulacién de complejas
matrices.

El modelo propuesto consta de:
- Primer estado:
z; ~ N(6;,0°[t), o? conocida, 1=1,2,...,p,

Este primer estado indica que las variables z;; ~ N(6;,0?); ahora
bien nosotros consideraremos las variables aleatorias Z; = Y i_; #4;/1
a las que denominaremos por simplicidad z; y que obviamente seguiran
una distribucién N(#;,c%/t). Por tanto el valor observado @ serd para
nosotros la media observada para cada clase, esto es

t
z = (z1,%2, .0y Tp)s con z; = Zl’g]’/i.
=1

- Segundo estado:
- Tercer estado:

Asumiremos también que la distribucién conjunta w(g,7?) se puede

factorizar como
w(u, 77) = m(p) - m(7?),

es decir, los parametros son independientes, con m (p) = 1 y m2(7?) = g(7?).

Observemos que segin el resultado del corolario 1 la media a posteriori,

gi(@), se puede escribir de la siguiente manera,
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() =
exp{- =y}
o0 o2 (z;—7) 2(2+72) 2 2
B R
; —

2
oo P{=grriy)
o (02+72)Zp—1552 g(7?)dr?
exp{— =t}
oo 1 T 2R +72 2 2
fo o242 (0.2+7.2)d(p——-1)/)2 g(T )dT

2
eXP{——W) }
e (U2+T22)(;1)/2 g(r?)dr?

= Z zi+(1-2) 7,

= z; -0 (z; — %)

con

52
o 1 exP{_Z(v2+72)} 2\ 7.2

2f0 2 (24 r2)P-1)]2 g(r*)dr
- g

Z =1

2 >
I5° e(tii:’é’)dpﬂ 2}9(72)d72
es decir, el estimador de credibilidad a posteriori puede escribirse como una
férmula de credibilidad, esto es una suma convexa de la prima del riesgo
individual y de la del colectivo. En realidad Z es aqui lo que Klugman
denomina factor de credibilidad a posteriori, E(Z | x).

. Obsérvese que el objetivo que se pretende alcanzar con este modelo es la
obtencién de la media a posteriori, luego el principio de prima a aplicar ahora
es el de prima neta.

A continuacién desarrollaremos dos ejemplos extraidos del libro de
Klugman (1992), uno simulado y el otro real. El objetivo serd obtener
los estimadores de credibilidad a posteriori, yf(®), y realizar un andlisis
comparativo con los resultados obtenidos por Klugman y los que se obtendrian
con el modelo cldsico de Bulmann-Straub. En nuestro trabajo, y por
simplicidad asumiremos para el cdlculo de los estimadores de credibilidad a
posteriori g(72) = 1. Posteriormente en un anlisis de sensibilidad bayesiano
estudiaremos la variacién de los estimadores de credibilidad a posteriori cuando
g(r?) € T, siendo T una clase de distribuciones plausibles.
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136 El modelo jerdrquico.

Escenario 1.

Este primer ejemplo? es artificial, en el sentido que fue simulado con el
objetivo de conocer los verdaderos resultados. El ejemplo consiste en £ = 10
grupos con t = 5 observaciones para cada uno de los grupos. F;; = 1 para las
50 observaciones, que se encuentran en el apéndice B. Puesto que el ejemplo
estd simulado, los verdaderos resultados 8;,6,, ..., 810 se conocen.

La observacién muestral consistird de las medias observadas para cada

clase, esto es:

z = (109.636,101.240,90.934,110.048, 100.350,
101.802,106.630,117.604,87.472,105.126),

siendo T = 103.1842, s? = 737.70354, p = 10 y o? = 100/5 = 20.

El factor de credibilidad a posteriori es 0.810226 en nuestro modelo y
0.8218 en el modelo de Klugman. En el modelo clasico el valor de Z es 0.8129,
v la media a posteriori para cada una de las clases estan expuestos en la Tabla

4.1, donde también aparecen los valores del estimador de Buhimann-Straub
(E.B.)%.

Tabla 4.1: Estimadores de credibilidad a posteriori.

Clase Media a posteriori Media a posteriori Valor verdadero EB.
en nuestro modelo de Klugman
1 108.412 108.486 111.97 108.42
2 101.608 101.586 98.87 101.60
3 93.258 93.117 90.98 93.22
4 108.745 109.646 108.44 109.57
5 100.887 100.855 99.06 100.88
6 102.064 102.048 95.44 102.06
7 105.976 106.016 105.09 105.98
8 114.867 115.034 111.99 114.90
9 90.453 90.271 95.99 90.41
10 104.757 104.780 105.60 104.76

2E] ejemplo estd extraido de Klugman (1992), pp.115-124.

3No confundir E.B., estimador de Bithlmann-Straub con EB, esperanza de B =

respecto a la distribucién g(r? | z).
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A continuacién calcularemos la varianza a posteriori que nos permitird
obtener los intervalos de confianza. Para el célculo de la varianza utilizamos
el resultado del corolario 1, segin el cual

Vé(z) =
o] — o [EB] (I - %(;)) + ([EBY] - [EBY) (z —7- 1)(z —7 - 1)".
En nuestro caso
EB = E"1® [02‘12 72] = 0.189774,

0'2+7'2

2 2
EB? = po(7°1®) [( g ) } — 0.0463006,

luego
Vi(e) =
207 — 3.8 (I — %0(;)) +0.01028(z — 103.1842 - 1)(x — 103.1842 - 1)*
= 16.2] 4+ 0.38(1) + 0.01028(x — 103.1842 - 1)(x — 103.1842 - 1),
por tanto

V7 () = 16.58 + 0.01028(x; — 103.1842)°.

En la siguiente tabla se recogen las varianzas a posteriori para cada una
de las clases asi como los intervalos de conflanza al 90% para nuestro modelo

y el de Klugman.

anaria. Biblioteca Digital, 2003
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El modelo jerdrquico.

Tabla 4.2: Varianzas a posteriori e intervalos de conflanza.

Clase | V¥(z) Intervalos Varianza Intervalo

de Klugman de Klugman
1 17.008 | 102.851,116.420 16.075 101.89,115.081
2 16.618 94.534,107.945 15.646 95.079,108.093
3 18.122 83.931,97.936 17.304 86.274,99.960
4 17.064 | 103.252,116.843 16.304 103.004,116.288
5 16.662 93.635,107.064 15.694 94.338,107.371
6 16.600 95.099,108.504 15.624 95.546,108.550
7 16.702 99.907,113.352 15.737 99.490,112.540
8 18.717 | 110.487,124.720 17.961 108.062,122.005
9 19.117 80.279,94.664 18.402 83.215,97.328
10 16.618 98.420,111.831 15.645 98.273,111.286

Utilizando los resultados ( 2.4) y ( 2.5) obtenemos los intervalos de

variacién del estimador de credibilidad, uf(®), a posteriori, y que aparecen
en la tabla 4.3

Tabla 4.3: Intervalo de variacién del estimador de credibilidad a posterior:.

Escenario 1. Casos con 'y v I'y.

Todas las distribuciones, ['4

Clase 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tofimo | 103.184 | 101.240 | 90.934 | 103.184 | 100.350 | 101.802 | 103.184 | 103.184 | 87.472 | 103.184
Supremo | 109.636 | 103.184 | 103.184 | 110.048 | 103.184 | 103.184 | 106.630 | 117.604 | 103.184 | 105.126
R.S. 2.97 0.95 6.56 3.15 1.40 0.67 1.62 6.27 8.68 0.92
Unimodalidad, I'y
[ Clse | 1 [ 2 | 3 [ a4 | s 6 7 B 9 10 |
[ Infimo | 104.924 | 101.608 | 93.252 | 105.035 | 100.886 | 102.064 | 104.113 | 107.072 | 90.446 | 103.708
Supremo | 108.415 | 102.66 | 99.881 | 108.749 | 102.42 | 102.811 | 105.978 | 114.874 | 98.947 | 104.758
R.S. 1.61 0.51 3.55 1.70 0.76 0.36 0.88 3.40 4.70 0.50 ||

Ahora utilizando el resultado { 2.6) obtenemos el intervalo de variacién

para la clase de e-contaminaciones con la clase contaminante de todas las

distribuciones, T'Y.
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Tabla 4.4: Intervalo de variacién del estimador de
Escenario 1. Caso con I'V.

credibilidad a posteriori.

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
Clase 1 Infimo 108.4113 | 108.410 108.410 108.410 108.409 108.409 108.408
Supremo | 108.4120 | 108.412 108.412 108.412 108.4121 | 108.4122 | 108.4124
R.S. 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Clase 2 Infimo 101.608 101.608 101.608 101.608 101.608 101.608 101.608
Supremo 101.609 101.609 | 101.6092 | 101.6093 | 101.6095 | 101.6097 | 101.610
R.S. 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 .00
Clase 3 Infimo 93.25 93.25 93.25 93.25 93.25 93.25 93.25
Supremo 93.26 93.26 93.26 93.26 93.26 93.26 93.26
R.S. 0.005 0.005 0.005 0.005 0.005 0.005 0.005
Clase 4 Infimo 108.7 108.7 108.7 108.7 108.7 108.7 108.7
Supremo 108.745 108.744 108.744 108.743 108.743 108.742 108.742
R.S. 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02
Clase 5 Infimo 100.887 100.887 100.887 100.887 100.887 100.887 100.887
Supremo 100.9 100.9 100.9 100.9 100.9 100.9 100.8
R.S. 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006
Clase 6 Infimo 102.064 102.064 102.064 102.064 102.064 102.064 102.064
Supremo 102.1 102.1 102.1 102.1 102.1 102.1 102.1
R.S. 0.017 0.017 0.017 0.017 0.017 0.017 0.017
Clase 7 Infimo 105.975 105.975 105.975 105.975 105.975 105.974 105.974
Supremo 106 106 106 106 106 106 106
R.S. 0.011 0.011 0.011 0.011 0.011 0.012 0.012
Clase 8 Infimo 114.866 114.866 114.865 114.864 114.836 114.861 114.860
Supremo 114.9 114.9 114.9 114.9 114.9 114.9 114.9
R.S. 0.014 0.014 0.015 0.015 0.016 0.017 0.017
Clase 9 Infimo 90.453 90.453 90.453 90.452 90.452 90.452 90.451
Supremo 90.46 90.46 90.46 90.46 90.46 90.46 90.46
R.S. 0.003 0.003 0.003 0.003 0.003 0.003 0.005
Clase 10 Infimo 104.757 104.757 104.757 104.757 104.756 104.756 104.756
Supremo 104.8 104.8 104.8 104.8 104.8 104.8 104.8
R.S. 0.020 0.020 0.020 0.020 0.021 0.021 0.021
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Ala vista de la tabla 4.1 se desprende que los estimadores de credibilidad
de nuestro modelo estdn mds préximos al E.B. para todas las clases excepto
para la clase 4 que estd més préximo el de Klugman. Esto era de esperar, pues
el factor de credibilidad a posteriori en nuestro modelo estd mas cercano al
factor de credibilidad clésico que el de Klugman.

Si comparamos con el verdadero valor del estimador de credibilidad, el
modelo de Klugman se acerca més a este para las clases 1,2,3,5,6 y 10 y el
nuestro para las restantes clases.

A la vista de la tabla 4.2 se desprende que los intervalos de confianza
contienen al E.B. en los dos modelos y para todas las clases. Los intervalos
de confianza en nuestro modelo contienen a los verdaderos valores en todas
las clases salvo para la 9, que es también la que presenta mayor varianza. Los
intervalos de confianza de Klugman contienen a los verdaderos valores para
todas las clases excepto para la clase 6.

Para la clase I'4 el modelo se manifiesta, en general para todas las clases,
bastante robusto con variacién del R.S. desde el 0.67% para la clase 6 hasta el
8.68% para la 9. Observemos que los intervalos de variacién del estimador de
credibilidad a posteriori contienen al E.B. para todas las clases y al verdadero
valor para las clases 3,4,7,8 v 9. Para la clase I'y el factor R.S., como era
de esperar, disminuye, y lo hace casi a la mitad. En este caso el intervalo
de variacién no contiene al E.B. en ninguna clase, aunque todavia contiene al
verdadero valor para las clases 4,7,8 y 9.

Para las clases T'4 el factor R.S. es practicamente cero para todas las
clases y el modelo es robusto. Asi y todo los intervalos de variacién contienen
al E.B. para las clases 7y 10. Los intervalos de variacién para la clase T'Y no se

han reflejado pues los paquetes MATHEMATICA y MATLAB proporcionan

el mismo valor para el infimo y supremo.

Escenario 2.

Este ejemplo® estd basado en datos reales proporcionados a Stuart
A. Klugman por el National Council on Compensation Insurance, y
correspondientes a un Estado norteamericano; los mismos se encuentran en

4Extraido de Klugman (1992) pp.125-129.
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el apéndice C, donde se recogen datos de 133 clases de empleos sobre un
perfodo de siete afios. Los datos Y;; son nimero de siniestros que provocaron
incapacidad parcial permanente. P;; representa los costes o pagos graduados
que fueron corregidos en términos inflacionarios para representar unidades
monetarias constantes. Los datos utilizados por z;; son Y;;/F;;, €l nimero
de siniestros relativo por cada clase y ano.

Por lo demés solamente los primeros seis de los siete afos se utilizaran,
con el objetivo de estimar el nimero de siniestros para el séptimo afio para las
clases 4, 11, 112, 70, 20 y 89 (como hace Klugman). Aligual que en el escenario
1 los datos que utilizaremos sera la media para cada clase, aunque en este caso
para los primeros seis afios, esto es, z; = T; = (X5, ¥ij/Pyj)/t, i =1,2,...,k =
133.

Hay que tener en cuenta que de las 133 clases sélo se han tomado las 130
para las que P; = 3> P;; > 0, es decir se excluyen las clases 7,18 y 128. Ademas
se excluyen también del estudio los 13 afios para los que no se producen pagos®
queddndonos con un total de 767 observaciones (130 x 6 — 13). La muestra x
obtenida finalmente aparece recogida en el apéndice D.

Los tres estados del modelo son:

- Primer estado:
z; ~ N(6;,0%/t), o? = 0.002.

- Segundo estado:
0; ~ N(;L,TZ)

- Tercer estado:
m{u, ), m(p)=1,x(t?) = 1.

Ahora p = 130,77 = 0.05317 y s? = 1.89251804.

El factor de credibilidad a posteriori es F [Z | ] = 0.977631.

Los estimadores de credibilidad a posteriori para nuestro modelo asi como
los obtenidos por Klugman y los E.B. se exponen en la tabla 4.5.

5Clase 4: Afio 1,2,3,5y 6.
Clase 54: Anos 1,2,3,5 y 6.
Clase 61: Anos 1y 2.

Clase 86: Afio 1.
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El siguiente paso consiste en predecir el nimero de siniestros para el
séptimo afio. Para el séptimo afio en la clase ¢ el nimero esperado de siniestros
es Py - pd(x), es decir Py; veces el estimador puntual.

Para el cédlculo de la varianza hay que tener en cuenta que

Var{(Pr-x) = P% - Vari(z)

v los célculos oportunos proporcionan EB = 0.0223688, EB? = 0.000508242,

con lo que
Var!(z) = 3.26 - 107* + 7.87 - 10~°(@; — 0.05317)°

En la tabla 4.8 se recogen los intervalos de variacién del estimador de
credibilidad a posteriori para las clases I'4 y 'y para este segundo ejemplo.

A la vista de la tabla 4.5 observamos que el estimador de credibilidad
a posteriori estd més préximo al E.B. en nuestro modelo para las clases 11 y
20, mientras que para el resto de las clases estd més préximo el estimador de
Klugman. En la tabla 4.6 se observa que el nimero de siniestros predicho en
nuestro modelo, Py - uf(x) estd mds préximo al verdadero valor, y;7, para las
clases 70 y 89, mientras que el de Klugman para las clases 112 y 20. Ambos
modelos coinciden en las clases 4 y 11. Sin embargo el valor que prevee el E.B.
estd mas cercano a nuestro modelo en la clase 112 y al de Klugman en la 70,
20 y 89.

Los intervalos de conflanza, que pueden verse en la tablas 4.7 contienen
al verdadero valor salvo para la clase 89 (en el modelo de Klugman ocurre
igual). De nuevo el intervalo de conflanza para la clase 89 no contiene al E.B.

Solamente se han considerado contaminaciones para las clases I'y ¥ 'y,
ya que las restantes proporcionan R.S.= 0. El modelo para ambas clases y
como puede verse en la tabla 4.8 es poco robusto, siendo R.S.= 2233.25 para
y disminuyendo a 35.51

Y

las clases ocupacionales 4 y 70 en el modelo con I'4
para I'y.

Salvo para la clase 11 los intervalos de variacién del estimador de
credibildad a posteriori contienen al E.B. para I'4 y ninguno para I'y.
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Tabla 4.5: Estimadores de credibilidad a posteriori. Escenario 2.

Clase 2, Media a posteriori Media a posteriori EB.
en nuestro modelo de Klugman

4 0 0.00118935 0.04045 0.03949
11 0.044 0.0442051 0.04422 0.04345
112 | 0.00189 0.00303707 0.00193 0.00201
70 0 0.00118935 0.01142 0.02059
20 | 0.03112 0.0316132 0.03151 0.03164
89 | 0.42415 0.415852 0.36969 0.29896

Tabla 4.6: Frecuencias predichas. Escenario 2.

H Clase | P | Yir

Py - i () I Klugman l E.B. ”

4 0.0 0 0 0 0
11 229.83 8 10.16 10.16 7.37
112 | 18809.67 | 45 57.12 36.34 66.82
70 54.81 0 0.065 0.63 3.51
20 1315.37 | 22 41.85 41.45 17.04
89 79.63 | 40 33.11 29.42 4.23

Tabla 4.7: Varianzas e intervalos de confianza al 90%. Escenario 2.

” Clase l P%.Vari(z) l Intervalo ]
4 0 0,0
11 17.22 3.33,16.98
112 115347.32 -501.56,615.80
70 0.97 -1.55,1.68
20 564.05 2.51,80.64
89 2.07 30.74,35.47
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FEl modelo jerdrquico.

Tabla 4.8: Intervalo de variacién del estimador

Escenario 2. Casos con Tay Ty

de credibilidad a posteriori.

Todas las distribuciones, ['4

Clase 4 11 112 70 20 89
Infimo 0 0.044 0.00189 0 0.03112 | 0.05317
Supremo 0.05317 0.05317 0.05317 0.05317 0.05317 | 0.42415
R.S. 2235.25 10.37 1264.88 2235.25 34.87 44.60
Unimodalidad, 'y

Clase | 4 | 12 | 70 20 | 8 |
Tmfimo | 0.000344544 | 0.0440594 | 00022223 0.000344544 | 0.0312629 | 0.415852
Supremo | 0.00118935_| 0.0442051 | 0.00303707 0.00118935 | 0.0316132 | 0.421746

RS. | 3551 016 | 1341 35.51 055 | 070
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Capitulo 5

Conclusiones y lineas abiertas.

5.1 Conclusiones.

La prima a priori constituye, como dice Freifelder, la mejor estimacién de la
verdadera prima (desconocida) cuando la compafifa aseguradora no dispone de
experiencia pasada para el sujeto que contrata por vez primera una péliza.

§; esta situacién no se da, es dedir, si la compahfa dispone de
la experiencia de siniestralidad del asegurado (ndmero de siniestros o
indemnizacién), bien porque ya contraté con la compaiia en los periodos
precedentes o porque procediendo de otra compaiifa esta le proporcione el
historial correspondiente, la mejor estimacién de la verdadera prima es la prima
a posteriori.

Para el célculo de esta ya se ha comentado en numerosas ocasiones
en la Memoria se precisa de la especificacion por parte del actuario de una
distribucién a priori del parémetro 0. Este pardmetro, como ya hemos
reflejado, es la cantidad media de indemnizacién o el nimero medio de
siniestros. La especificacién de la distribucién a priori constituye el punto
de partida basico del analisis bayesianoc.

Sin embargo, €l actuario en numerosas ocasiones tendréa dificultad en
especificar una tnica distribucién a priori, de ahi que se incorpore el analisis
de sensibilidad bayesiano (robustez bayesiana).

Este analisis tiene el objetivo de medir las fluctuaciones que con respecto
a la prima a posteriori se produce cuando el actuario manifiesta imprecisién
en la especificacién de una unica distribucién a priori, incorporando toda una

145
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clase.
Los siguientes comentarios recogen las conclusiones mas destacadas de

la Memoria, todas ellas aparecen més minuciosamente desarrolladas en los
capitulos 3 y 4.

Los diversos modelos para estudiar robustez que se han usado en esta
Mermoria son los actualmente més usados en analisis bayesiano porque son muy
intuitivos y porque permiten resultados técnicos apreciables. Insistimos en que
un modelo para estudiar robustez no es cambiar un modelo bayesiano clasico
por otro modelo. Un modelo para estudiar robustez es una forma de alejarse
de la rigidez que supone un modelo bayesiano clasico, es una posibilidad para
fexibilizar las entradas al sistema. Esto significa que los resultados de un
anslisis de robustez no admiten una interpretacién en términos similares a los
del anslisis bayesiano clasico. Por ejemplo, la obtencién de resultados para
valores diversos de ¢ (grado de contaminacién) nos sirve para obtener una
idea general del comportamiento cuando nos alejamos de o cuando aumentan
nuestras dudas. Jamés conocemos un valor concreto para ¢, por tanto jamas
la conclusién para un € singular es singularmente significativa.

Conclusiones generales en cualquier analisis de robustez bayesiano y que

por supuesto aqui también se aprecian som:

o Para clases de contaminacién, un aumento del grado de contaminacion
reflejado por un crecimiento del valor de ¢ supone una disminucién de la

robustez.

e La consideracién sucesiva de clases contaminantes mas pequenas supone

sistematicamente un aumento de robustez.

e La consideracién de observaciones muestrales en claro conflicto con la
informacién a priori considerada implica una disminucién de robustez.

Conclusiones particulares para cada una de las situaciones estudiadas en

esta Memoria son las siguientes:

e Para el modelo colectivo no compuesto se aprecia en general poca
robustez para cualquiera de los pricipios de calculo de primas
considerados. De los distintos escenarios planteados el binomial-beta es
el menos robusto de todos los estudiado, el escenario ezponencial-gamma

le sigue en cuanto a poca robustez.
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Comparando los distintos principios de célculo de primas entre si, el que
se revela més robusto, de entre los examinados, es el de varianza. Los
otros tres principios son Imenos robustos y se aprecian pocas diferencias

entre ellos.

e Para el modelo colectivo compuesto se aprecia para todos los casos
considerados un grado de robustez notable y desde luego muy superior
al caso anterior. A su vez se observa que la sensibilidad relativa (factor
R.S.) es practicamente la misma para los distintos principios de calculo

de primas estudiados.

o Para el modelo jerdrquico se han considerado dos escenarios.

En el primero de ellos se observa una robustez muy notable para las dos
clases contaminantes que se consideran. Observemos que una de ellas

era la clases de todas las distribuciones.

En el segundo de los escenarios propuestos hay una menor robustez
observada cuando la clase considerada es ['4, clase de todas las
distribuciones, produciéndose un extraordinario aumento de robustez

cuando se pasa a la clase I'y.

Finalmente destacamos para insistir en ello que las conclusiones que desde
un punto de vista bayesiano enunciamos como ausencia de robustez significan
desde el punto de vista del usuario (el actuario en este caso) una postura
extraordinariamente prudente a la hora de proceder a la tarificacion.

Concretando, el andlisis de robustez de los diversos procedimientos de
célculo de primas, que modestamente se ha iniciado en esta Memoria, debe
conducir a las siguientes indicaciones que pueden ser muy Utiles para propositos

practicos:

e Algunos principios de cdlculo de primas se revelaran como muy
inestables, o poco robustos, haciendo por tanto su uso poco aconsejable.
Esto puede establecer una jerarquizacién entre los distintos pricipios de

célculo de primas.

e De los distintos escenarios que son usuales en cdlculos actuariales,
entendiendo por tales, un par verosimilitud-distribucidn a priori, también
se revelaran algunos mas inestables que otros. Esto implicard que los
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escenarios poco robustos sélo deben usarse si el actuario estd muy seguro

iones probabilisticas implicadas son muy ajustadas

de que las modelizac
e le ocupa. En otro caso debe acudir a

a la realidad del problema qu
escenarios mas robustos.

A continuaclién se exponen una serie de puntos que entendemos pueden

ser objeto de futuras investigaciones.
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5.2 Sobre la distribucién del coste total.

Ya indicamos que lo ideal cuando se trabaja en T.C. es hacerlo con la
distribucién del coste total, obtenida componiendo las distribuciones del
ntmero de siniestros y del coste de los mismos. El modelo compuesto
desarrollado en esta Memoria ha supuesto la distribucién de Poisson para el
ntimero de siniestros y exponencial para el coste de los mismos, siguiendo
los trabajos de Seal (1969), Gerber (1979), Freifelder (197{) y Lemaire y
Zi (1994). Sin embargo en otros trabajos (Goodvaerts y Hoogstad (1987),
Schroter (1990) y Nieto y Vegas (1993)) también se consideran los casos
binomial-geométrica, Poisson-Pareto y binomial negativa-exponencial, a los
que, sin duda, le son aplicables la metodologia seguida en esta Memoria
(especialmente en el capitulo 3). Cabria preguntarse si las conclusiones
obtenidas para el modelo Poisson-exponencial se mantendrian para aquellos
o habrian diferencias sustanciales.

5.3 Sobre la clase I.

El anglisis de sensibilidad bayesiano en T.C. es algo novedoso, y prueba de ello
es la escasa publicacién de articulos relacionado con esta materia.

Heilmann y Schroter (1986) utilizan un concepto de robustez que no
sigue la linea de Sivaganesan, Berger y otros, y que ha sido la adoptada por
nosotros.

FEichenauer, Lehn y Retrig (1988) realizan un anélisis de robustez basado
en el conocimiento de uno o dos momentos.

Makov (1995) realiza un anlisis de robustez pero de la funcién de pérdida
que da origen al principio de cilculo de prima en un trabajo fundamentalmente
tedrico.

Por tltimo, Rios, M., Martin, Rios, D. y Ruggeri (1996) utilizan técnicas
de robustez bayesiana basdndose en el conocimiento de ciertos cuantiles de la
distribucién del nimero de siniestros.

Esta @ltima linea de trabajo, que es muy intuitiva y con técnicas
de aplicacién factibles, es susceptible de ser aplicada al modelo colectivo
desarrollado en esta Memoria en el capitulo 3.
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5.4 Sobre los principios de calculo de primas.

Los principios de célculo de primas utilizados en esta Memoria no son los unicos
existentes. Cabe también hablar de los principios de desviacién tipica, pérdida
maximal, del valor esperado, etc. (ver Gerber (1979) para maés aclaracién).
Es evidente que un estudio similar al desarrollado en esta Memoria
en el capitulo 3 para los principios de prima neta, exponencial, Esscher
y de varianza es aplicable a estos otros principios y que son utilizados

en Matemética Actuarial (Heilmann y Schroter (1987), Heilmann (1989) y
Hurlimann (1994)).

5.5 Sobre la consideracion de un modelo no

estacionario.

A lo largo de todo este trabajo se ha considerado el proceso estacionario; es
decir, las probabilidades de los suceso que dan origen al ndmero de siniestros
o a la indemnizacién de los mismos no cambian con el transcurso del tiempo.

Esta suposicién, que en principio parece un poco fuerte, es habitual en
T.C. La razén de ello es que por un lado, considerar el proceso no estacionario
complica sobremanera el problema (la dificultad en un analisis de robustez
serfa ain mayor), mientras que por otro lado se admite, y esto no es muy
descabellado, que las circunstancias que rodean a los fenémenos aleatorios
en seguros no cambian significativamente cuando el tiempo considerado es
pequerno.

Sin embargo mediante la utilizacién de la matematica de los procesos
estocasticos puede llevarse a cabo un analisis similar, aunque mucho mas
complejo, considerando el proceso no estacionario, v en la linea de Gerber
(1979) y Nieto y Vegas (1993) .

5.6 Sobre el modelo jerarquico.

Quizés este modelo constituye el mas abierto y susceptible de ser estudiado.
Nosotros destacariamos dos puntos fundamentales, ambos encaminados
por la via tedrica.
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a) Posibilidad de desarrollar en el modelo Normal-Normal la media a
posteriori de una funcién de §;, y no exclusivamente de §;, con lo que
quedaria abierta la posibilidad de aplicar otros principios de calculo de
primas que no sea el de prima neta a este modelo.

b) Extension del modelo a otros casos que no sean el Normal-Normal.

5.7 Sobre las propiedades.

No podemos asegurar de momento si cualquier valor de la prima a posteriori

perteneciente al intervalo igf P, sup P*) cumple determinadas propiedades

Te el
de las deseables para un principio de calculo de prima. Si la longitud del

intervalo anterior es pequefia, y se probase lo anterior, quizas el actuario se
sentirfa tranquilo cobrando como valor de la prima cualquiera que estuviese
por encima o por abajo de P*.

Esta politica de tarificacién podria solventarle a la compaiifa problemas
de competitividad que se avecinan en este sector, y que ya comentamos en el
capitulo 1.

Esto constituye una linea de trabajo que tenemos bastante avanzada,
pero aun sin concluir.
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Apéndice A

Calculo de la densidad
predictiva en el caso
normal-normal.

La densidad predictiva de @ dada 7 es,

m(z | w0) = [ f@ | 0)mo(0)d0

_ 1 S (z; — 0)? 1 (0 — a)?
= /@ ek exp {— = } ~ exp {—————-—272 }d@.

Ahora utilizando la indentidad

Sz~ 02 =3 (e —F) +n@ - 0)%,

la densidad predictiva, m(z | 7o), se puede escribir como

m(z | 7o) =

B 1 1 (2 —T)? (T —0)2 +0°(0 — a)?
 (oV2m)r T2 P { 207 /@ P 20272 b

2 (=2 _ 9% 2 2002 _ 2
_ k-/@exp{-—T n(z? — 230 + 6%) + o (0 2a9+a)}d9’

20272

donde

1 1 _E(azi—i)z}
k—(a\/ﬁ)n’r QWGXP{ 202 ]’
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luego
m(z | mo) =
. / (T%n + o2)6? — (27°nT + 2a02) + (r°nT° + a*c?)
= k- [ exps—
) P 20272
2,20 2,2
92 ZTT?;:Z—aJ 0 + T :g:nizzo
= k- | exps— e de
© T2n40°
inZtac? 2 2,324420% _ (1inZtac? 2
g _ fuzteg)? y frgtas?
T2n+o% T2n+o? 72n40? do
= k- exp § — 2272
© T2nto?
(9 __ rinztac )
’ T2n+0?
= k / exp § — .2 dé,
© 72n+02
con 9
20z 4a?0? 72nF4ac?
L=k Pntoz  \ Tnto?
= k- exp 5022
T2n+0?
Asi,
m(z | m) =
i r2nF4ac? 2
i . T r2nto? a6
\ T2n + 02 0"'\/27' eXP _2027%_
7.2.,1_{,_02 2nto?
_ oy oTV 2™
N/ 7en 4 o?
Sustituyendo ahora &’ por su valor, resulta,
m{z | 7o) =

2n52+a2g? - 2 nFtac? 2
1 g T2n+o? 2n4o?

exp .
\n 2 2 25272
(oV2r)"/Tin + 0 p

BT

202

( 2nzi4ale? (Tzniiacj‘)z

g T2n+g? 72n+o?

exp
A\ S2 2 20272
(o275 T?n + o e s
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Apéndice B

Datos del escenario 1. Modelo

jerarquico.

Clase
Periodo

(SN NIV S

X

124.93
110.67
106.93
104.05
101.60
111.97
109.636

2 3
97.16 103.57
89.28  86.82

102.88  92.49
11110  87.99
105.78  83.80
98.87  90.98
101.240 90.934

4

119.53
125.92
98.05
117.57
94.17
108.44
111.048

95.68
110.43
83.59
110.54
101.51
99.06
100.350

157

6 7

102.04 112.71
93.60 101.64
106.12 106.50
98.70 111.71
108.55 100.59
95.44 105.09
101.802 106.630

8

119.16
111.54
127.24
115.02
115.06
111.99
117.604

81.71
90.45
91.51
84.74
88.95
95.99
87.472

10

102.51
123.81
113.83
94.97
90.51
105.60
105.126
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Apéndice C

Datos del escenario 2. Modelo

jerarquico.

Clase

B R b b b B WD W W W W W W N RN NN R e et e e e

Afno

A O Dok W - T O U R W H SO U W] U W

Py
32.322
33.779
43.548
46.686
34.713
32.857
36.600
45.995
37.888
34.581
28.298
45.265
39.945
39.322

289.047
392.176
368.982
323.770
385.222
346.390
324.132
0.000
0.000
0.000
0.037
0.000
0.000
0.000

00000 L OO O W W UWR S

iy
¢}

OO OO0 OO VWK

159

Clase

000 0 e OOMW-A~TJ~T~FTTDODOOOEOHOHNHEOOONNEUGU GO

5
8

N O U R W IO VTR WR OO W00t W

P;;
310.389
292.464
262.560
273.257
372.730
263.443
355.826
291.784
267.439
288.555
308.364
387.095
351.445
342.518

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
41.403
34.066
32.729
32.235
32,777
28.620
24.263

Y'z. .

W oW b W oR R NN R NN
RO = O R J0O NGO n

wooOo oo oo

s
-

o O R
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Datos del escenario 2. Modelo jerdrquico.

Clase

WO © W W W W

10
10
10
10
10
10
10
11
11
11
11
11
i1
11
12
12
12
12
12
12
12
13
13
13
13
13
13
13
14
14
14
14
14
14
14

>
8

B A1 Ul W IO O W = IO U AW RSO G A W e

S B NNV B NGO RN SR S AR

P
6.452
6.927
5.851
3.033
1.787
1.074
0.685

537.311
569.041
597.146
570.295
1116.750
774.454
534.953
149.683
157.947
174.549
181.317
202.066
187.564
229.830
609.467
645.375
667.384
373.144
782.643
478.749
454,967
120.027
131.020
161.145
182.135
276.520
158.310
168.420
186.722
209.923
196.199
188.820
202.807
180.979
195.628

O - OO M O%

I B e R Y
© 00 v O kY =

11

13

®» = O

—
B B SR 1Y

e I
D WA WKW

>
=]
(=}

SO G W SO U W I UL A W O U R W SO WSO T W

P;;
215.898
224.229
224.306
212.232
245.198
203.698
210.496

57.265
62.662
66.984
63.211
77.680
61.944
44.195
347.835
326.396
307.978
350.914
546.047
410.980
377.287
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
77.209
78.925
77.558
69.525
65.972
63.274
75.335
1787.463
2027.230
1853.812
1742.135
2119.499
1545.1869
1315.368

},t' .

W Wk WO Wk Ut

d I n
WO Wwo w1

WOOoO-HHOWOOOOoOOoO oo

oW oo
w O O
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Clase
21
21
21
21
21
21
21
22
22
22
22
22
22
22
23
23
23
23
23
23
23
24
24
24
24
24
24
24
25
25
25
25
25
25
25
26
26
26
26
26
26
26

>
=)
°

W W R ST TR WS 0O W

Py
258.885
314.825
299.999
314.081
258.487
235.082
230.142

86.381

95.036
134.285
113.491
141.717
128.956
105.489
766.953
912.516
866.413
898.687

1806.752

1018.684
984.843

62.153
84.116
75.524
109.237
119.034
116.794
136.571

3431.494

3882.069

3805.563

3919.527

4352.809

3949.550

3927.784

32.582
24.922
30.317
29.732
49.201
34.379
21.536

Yi;

ol ek et e
0w N-= O OO0

W0 3OO 00 R AR

CO Mt RO o e e

S R IR B = A
WWhE B DO

O b O RN

Clase
27
27
27
27
27
27
27
28
28
28
28
28
28
28
29
29
29
29
29
29
29
30
30
30
30
30
30
30
31
31
31
31
31
31
31
32
32
32
32
32
32
32

Afo

\]O)CHQOONH\IO')U\ACONH\IO)U‘AWNH\IU)U"&(AJNHNJOBQHACON)—‘\IO’)W%WNH

P
131.3086
130.015
138.982
131.359
187.921
148.775
134.179
103.473
102.280
111.964
115.853
164.759
138.420
123.096
129.504
150.853
180.207
226.038
499.272
344.642
436.146

18.708
16.761
9.341
11.269
2.485
2.056
1.556
133.124
156.835
256.429
253.184
157.622
75.804
71.884
220.004
206.989
222.724
268.898
291.268
290.797
244.777

VO WWRHOQOWWOWOD UG - D S

BN s
= o W

O OO0 00 OoNO

o e — b
8&8&010\(»»&[\)!\3&0000
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Datos del escenario 2. Modelo jerdarquico.

Clase

»
=}
©

O UL B W R AT O VTGRS O G R W = NG O W

W = Ot s W

=1 ;L

P;;
3.769
1.985
3.108
3.046

14.316
10.908
10.516
283.926
217.928
229.275
224.755
427.331
384.840
420.079
9.159
4.492
7.229
9.169
8.106
12.594
8.913
981.952
527.044
533.930
451.839
352.529
230.163
243.936
543.295
540.957
515.061
534.942
620.379
553.122
510.214
1029.563
1097.433
1272.550
1357.884
1622.744
1160.147
1056.315

i
TGO =00 00 O

[N -
YOO OO0 OO0 0O M O®

DO O UD o e BB R et e B R
O W WL NWNN OO O W=

77

Clase
39
39
39
39
39
39
39
40
40
40
40
40
40
40
41
41
41
41
41
41
41
42
42
42
42
42
42
42
43
43
43
43
43
43
43
44
44
44
44
44
44
44

Afio

\!O)CJ\A(,\)l\)'—‘\]O’)U\»{\(,ON'—‘\IO)O‘AWNH\]O)U\AQ)NH\lO}U\ACANH\]OU\A@N)H

P,
239.966
242.634
295.803
281.269
376.989
234.967
218.695

29.923
33.448
32.704
40.210
53.806
45.562
45.396
1100.645
1241.328
1185.711
1251.523
1420.391
1281.866
1170.673
43.101
34.826
47.346
70.784
26.081
T7.421
7.120
1348.008
1408.717
1616.470
1485.584
1954.211
1528.900
1252.694
1123.507
1148.065
1198.427
1258.329
1280.727
1213.667
1209.309

}/'z. .

OO N RO

Wk ] T W W 0N O Ut
SO OO0 NN WWe = We O®
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Clase
45
45
45
45
45
45
45
46
46
46
46
46
46
46
47
47
47
47
47
47
47
48
48
48
48
48
48
48
49
49
49
49
49
49
49
50
50
50
50
50
50
50

Afo

WO Tt W AT D VLR WK H A0 WN =IO U RWR = O TR WD ]ORN

P;
1558.521
1798.188
1804.204
1963.514
2758.736
2266.418
2135.638
1677.159
1818.022
1716.822
1828.931
2389.001
1838.996
1586.483

107.175
95.723
78.302
37.141
33.023
31.017
43.081

113.138

148.338

189.211

245,298

305.085

282.832

179.536

389.615

352.236

465.380

458.031

686.360

707.343

499.189
85.845
85.783

104.434
99.875

103.061
96.433
78.010

Yy,
50
54
48
81

122
55
77
84

132

134
94

141
93

106

Ut O O OO WO

et e [ i e a —
G W N NN N Ut RN O T,

W oNOOoOwW

Clase
51
51
51
51
51
51
51
52
52
52
52
52
52
52
53
53
53
53
53
53
53
54
54
54
54
54
54
54
55
55
55
55
55
55
55
56
56
56
56
56
56
56

Afio

GO UL WK H 30 UL A WR H IO R WN ™30 U & @@= 30 U hR W30 KR WD

P;;
14.229
13.704
15.445
25.915
38.275
27.823
18.472
89.758

118.457
126.104
106.947
117.231
101.401
57.373
149.060
189.778
152.892
186.371
245.861
216.972
104.685
0.000
0.000
0.000
0.075
0.000
0.000
0.000
161.352
232.134
145.447
178.502
220.084
111.862
119.204
15.655
18.035
23.572
26.767
0.201
21.955
23.234

o
(.OOOOOOOOO)OJ(»JQJCON'—‘O)N\IU\COHJ)OOOO)—‘OO:<

-t e
OO WO

WO oo =00
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Datos del escenario 2. Modelo jerdrquico.

Clase
57
57
57
57
57
57
57
58
58
58
38
58
58
58
59
59
59
59
59
59
59
60
60
60
60
60
60
60
61
61
61
61
61
61
61
62
62
62
62
62
62
62

»
B
o

\l@(ﬂdkOOMHﬂ@o!AwNHﬂmmAwNHﬂ@MA(AMH\I@MAWNWNO)U\%OJNH

P;;
117.163
134.122
139911
160.603
188.862
210.026
204.768
150.296
166.081
155.572
150.686
225.843

73.296
191.223
273.622
312.386
384.966
408.276
748.580
426.061
376.149
196.698
217.671
239.066
235.468
366.125
280.203
202.221

0.000
0.000
0.288
0.433
1.312
1.268
0.806
128.762
129.566
156.728
170.342
205.975
161.752
128.477

ORI OO0 WO W

H o U R T O OO0 OO0 O RWU WA WO

Clase

B

=]
(<)

GO UL W AT O U R W ]3O W AT O T W O U R W DGR 0N

P;;
3.119
3.685
3.764
3.831
4.993
3.780
2.618

28.386
32.964
44.084
81.340
89.199
81.750
87.903
91.605
112.329
90.227
115.104
106.548
89.530
101.780
64.214
81.465
66.600
82.745
94.381
86.545
92.120
113.122
141.183
186.196
214.230
193.758
221.813
201.130
7.329
13.180
8.650
7.822
13.752
9.581
10.006

D H OO OO W W H - NOMNDMO OO0 0 =0 OO0 O

—- e e
O O W

O OO0 o ®
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Clase
69
69
69
69
69
69
69
70
70
70
70
70
70
70
71
71
71
71
71
71
71
72
72
72
72
72
72
72
73
73
73
73
73
73
73
74
74
74
74
74
74
74

P;;
174.102
201.453
209.368
253.491
265.070
269.752
192.365

38.714
40.550
48.034
47.987
58.351
54.275
54.812
83.008
82.796
99.997
106.843
145.506
110.815
103.664
121.196
148.555
186.487
309.997
265.607
228.599
107.859
66.966
65.204
79.769
73.765
108.141
84.860
90.598
820.970
1071.589
851.567
772.685
1126.973
416.385
308.005

h<
G U R NOWRWOOOOOOO® O U WS

e -
O s DD O

BW oo U

- Mk U]
D O Ut 3

Clase
75
75
75
75
75
75
75
76
76
76
76
76
76
76
77
77
77
77
77
77
ks
78
78
78
78
78
78
78
79
79
79
79
79
79
79
80
80
80
80
80
80
80

P;;
259.342
282.100
265.376
254.058
335.424
244.496
214.138
646.899
706.321
699.304
705.517
867.373
638.322
572.799
107.353
104.486
124.194
175.424
206.059
177.489
167.093

77171
76.506
98.673
103.028
122.334
57.534
80.913
263.738
308.347
296.709
303.772
377.930
185.310
172.616
1013.867
956.509
1041.898
1122.146
1400.163
1034.801
891.256
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Datos del escenario 2. Modelo jerdrquico.

Clase

.
=}
(o]

W

AW H IO TR W OO WSOV R WD H 00

B IO N BN SV SR e B R4

P;;
111.090
106.213
102.541
113.139
168.177
149.237
89.148
2913.910
2941.158
3413.532
3402.478
4313.542
3024.050
2844.038
3175.937
3058.315
3226.647
3575.413
4517.677
3478.879
2593.355
79.582
58.306
100.149

78.744
231.495
276.840
459.901

84.886

94.043

98.463

132.101
211.462
172.669
194.281

0.000

21.319

20.923

18.530

27.521

10.468

11.961

Y
10

12
13
10
13
82
106
81
104
132
96
89
224
148
160
199
228
178
178

o O - O 000

Clase

&
B R A O U R W AT U W R SOV W=D

P I O I IR SR e T B R

-1 O wt

P;;
28.988
21.153
19.404
13.989

5.164
10.733
3.488
7.247
8.407
10.825
6.140
18.044
6.229
3.670
106.135
93.503
96.455
118.534
112.757
93.584
79.629
76.405
80.802
82.884
101.123
164.261
95.666
89.050
1328.932
1334.186
1334.642
1439.621
1900.358
1575.137
1495.906
1283.025
1337.012
1355.122
1519.127
1963.594
1524.377
1419.202

O H OO0 OO0 OO HHM® WS

W U 3D W
DO 0O

W
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Clase
93
93
93
93
93
93
93
94
94
94
94
94
94
94
95
95
95
95
95
95
95
96
96
96
96
g6
96
96
97
97
o7
97
97
97
97
98
98
98
98
98
98
o8

>
=3
(=]

D Ut W A O U AW H O U W O R W OO W0 G A W

P;;
306.705
314.853
357.296
439.514
602.841
554.907
571.591
209.037
249.768
242.952
223.889
286.412
247.946
246.528
598.297
633.966
650.776
761.772
863.569
784.155
748.876
511.401
609.635
518.000
561.834
617.042
448.895
501.484
591.968
609.840
641.186
673.982
801.838
592.050
516.338

3307.708
3156.211
3223.638
3269.966
4895.145
3694.214
3564.236

— ot
R W W W Wbk RO W

o)

12
15
12
12
27
15
18
41
27
11

10

26
23
32
41
40
44
24
46
42
65
60
103

55

Clase

99

99

99

99

929
100
100
100
100
100
100
100
101
101
101
101
101
101
101
102
102
102
102
102
102
102
103
103
103
103
103
103
103
104
104
104
104
104
104
104

&
[+

A D U W A DGR W IO U WO 0RO H 00 W 0GR W

P;;
1055.156
1065.292
1141.624
1193.582
1615.875
1337.935
1269.005

309.501
347.849
339.384
323.840
410.613
325.568
301.404
1768.157
1809.730
1096.204
2053.998
2942.043
2383.743
2327.415
317.952
318.712
305.967
342.672
463.343
340.908
329.476
183.162
204.070
215.898
254.076
309.034
270.101
244.806
49.076
46.452
53.448
45,917
66.054
52.828
43.959

25
30
35
48
61
49
38
10
16
16
11
15

12
18
20
20
25
30
27

18
16

19
13
10
12
11
15
22
16
21
24

WO O WWwo
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Datos del escenario 2. Modelo jerdrquico.

Clase
105
105
105
105
105
105
105
106
106
106
106
106
106
106
107
107
107
107
107

107
108
108
108
108
108
108
108
109
109
108
109
109
109
109
110
110
110
110
110
110
110

>
=}
o

\]O’)Cﬂ»&(})l\)b—‘\]O)U\)‘k(,Ol\')H\l@O\»bCOl\D*—‘\]O’)Cﬂ»&Q)NH\IO)U‘ACONP—‘\]O’)U‘»&(,\JNP—‘

P
2126.661
2273.041
2325.099
2452.336
3209.569
2439.080
2236.104

39.867
39.843
42.824
37.455
54.205
40.643
37.574
231.292
250.281
241.722
245.193
448.444
341.276
295.566
679.884
906.121
950.964
977.763
1340.554
1026.951
969.722
53.708
67.571
63.940
71.650
98.161
79.249
59.117
44.035
48.523
57.823
45.613
72.047
30.096
24.968

}/’i .

B DO D IO
B0 G- W W

OO O O - = OKNOWH = -

[SVI I ) e
R W s O WO Y Y s

V)

~1

D e W W R e W

Clase

111
111
111
111
111
111
112

112
113
113
113
113
113
113
113
114
114
114
114
114

114
115
115
115

115
115
115
116
116
116
116
116
116
116

5
=1
[«

\]@U\AOJNH\10)01»#-(»3(\')*4\]O)U\A(AJNH\]O')U\»AQJNHQOSU\ACONH\]G)UKACONH

P
63.785
67.671
77.918
82.328

105.884
75.422
70.851

12075.618
12618.147
13622.255
14833.854
21163.600
19070.066
18809.666
2582.738
3288.781
3107.033
3201.166
4361.026
3310.561
2020.386
3178.428
2284.945
2563.539
2828.968
4422.089
3809.180
4112.043

142.478

153.847

172.002

186.035

202.441

185.968

191.504

818.162

831.213

911.948

1031.709
1439.935
1184.156
1254.184

G O W oS

29
24
21
26
45
31
45
18
25
25
17
46
33
12

11

@0 O

w O N0

D e T S IV

13
21
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Clase
117
117
117
117
117
117
117
118
118
118
118
118
118
118
119
119
119
119
119
119
119
120
120
120
120
120
120
120
121
121
121
121
121
121
121
122
122
122
122
122
122
122

:

\]03(!‘»5(»)!\)?—'\]GlU\»hCON'—‘\IO‘)U\»&OJNH\]G)U!JAOJNH\IO)CHJ&CONH\]G)U\AWMH

P;;
471.076
261.442
439.570
421.738
842.236

96.233
72.651
90.679
89.372
75.521
98.495
119.188
94.799
70.064
5100.537
5307.799
2885.003
6305.052
8304.123
7028.993
6541.694
1310.079
1596.148
1577.690
1671.204
2328.100
2066.956
1728.151
66.772
70.669
70.737
73.274
87.124
83.261
89.242
2113.111
2294.597
2585.560
2524.492
3616.607
2887.929
2870.043

Yi;

oy
[« I )

W WNW W OO

O N W W W W RN W YN
W W o G h IO == O W

Clase
123
123
123
123
123
123
123
124
124
124
124
124
124
124
125
125
125
125
125
1235
125
126
126
126
126
126
126
126
127
127
127
127
127
127
127
128
128
128
128
128
128
128

Afo

\]OU‘AWMH\]G)Cllybwl\))—‘\]0)01»hWNH\]O}@»&@NF‘NQWAWNN\IQMAWNH

Py
104.253
138.179
139.056
172.297
187.190
132.517
142.657

3.275
5.693
4.508
4.805
9.067
5.967
5.588
13.182
20.734
15.334
17.762
17.228
1.666
1.740
76.205
70.900
87.235
100.693
143.081
120.950
123.444
180.970
249.116
221.405
161.425
199.852
172.033
140.378
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

it
OOOOOOD\ICDO)\I\]U‘»JXNOOON)OHHHOHWNWOOOOOOON’MU\U\NNNN.
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Datos del escenario 2. Modelo jerdrquico.

Clase
129
129
129
129
129
129
129
130
130
130
130
130
130
130
131
131
131
131
131
131
131

Pi;
795.167
1147.475
950.837
849.241
976.607
673.329
535.045
82.610
87.124
111.803
123.734
120.606
148.423
70.599
61.802
116.093
64.425
56.817
92.627
119.006
120.145

Yi;

W M- OO O WHEONOW;

Clase
132
132
132
132
132
132
132
133
133
133
133
133
133
133

Ano

W - AT D W

N O«

Py
2.317
3.972

33.190
47.261
35.413
16.984
18.797
66.213
65.696
69.913
46.289
91.119
78.456
84.362

N OO 00N O NN OOOS
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Apéndice D

Muestra para el escenario 2.

Modelo jerarquico.

Clase

W 00 1 O U AW

O ORD B R b ket ed e e e e pd e
IRBIRERYYIEBea36nrhnnRd

Zg
0.07424
0.02263
0.02478
0.00000
0.06515
0.11604
0.11972
0.23419
0.02033
0.04400
0.03261
0.02285
0.06692
0.04937
0.05911
0.04091
0.01096
0.03112
0.03975
0.03144
0.01292
0.01262
0.01906
4.06520
0.02005
0.01584
0.06098
0.01988

Clase
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60

Ty
0.05733
0.07551
0.01528
0.03124
0.00000
0.04371
0.02931
0.05789
0.09898
0.04265
0.04266
0.01561
0.04232
0.03678
0.03307
0.06028
0.00853
0.05524
0.02171
0.01067
0.01079
0.03383
0.01316
0.00000
0.06815
0.00707
0.05689
0.00750
0.01242
0.01715

Clase
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90

@
0.57736
0.02531
0.03338
0.01102
0.02005
0.00370
0.04622
0.02130
0.01666
0.00000
0.03196
0.05321
0.03707
0.06744
0.09588
0.04710
0.05955
0.08410
0.08480
0.03647
0.08230
0.03013
0.05430
0.09176
0.10351
0.00726
0.15882
0.03599
0.42415
0.06966

171

Clase
91
92
93
94
95
96
97
98
99

100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111

113
114
115
116
117
118
119
120

z;
0.03125
0.04621
0.00568
0.01810
0.02138
0.03188
0.05276
0.01784
0.03285
0.03675
0.00951
0.03786
0.06750
0.04996
0.02869
0.03011
0.00135
0.01370
0.05111
0.03811
0.05683
0.00189
0.00807
0.00278
0.01331
0.01037
0.01723
0.03544
0.00500
0.02470

Clase
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133

Zs
0.00382
0.01831
0.02358
0.00000
1.19640
0.00600
0.03034
0.02315
0.01044
0.01824
0.02627
0.00715
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